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内 容 提 要 


本 书 论述 凸 分 析 与 非 光滑 分 析 的 基本 理论 ,特别 屁 
较 邓 统 地 介绍 六 有 关 集 信 贞 射 的 广 上 微 分 的 厂 究 进展 ， 
全 书 共 8 章 : 第 1 前 全 第 3 章 是 凸 分 析 部 分 ,包括 凸 集 ， 
向 消 数 和 二 上 也 射 以 及 凸 笑 数 的 次 微分 ;第 4 章 树 述 韭 光 
滑 的 Lipschitz 汽 数 的 广 文 次 微分 ;第 5 章 则 利用 场 锥 下 
进 并 讨论 消 数 的 团 导 数 和 切 微 分 ;第 5 章 至 第 8 章 研究 
集 俏 映射 的 广义 微分 ,其 中 第 6 章 考 虑 锥 凸 集 侦 映射 的 
中 次 油分 :第 7 总 进 而 讨论 一 般 集 值 映射 的 锥 弱 次 油分 : 
第 8 章 则 从 另 -角度 研究 集 值 映射 的 切 导数 和 切 币 分， 

本 书 适 用 于 作 大 学 硕士 和 博士 研究 生 的 教材 或 主要 
教学 急 考 书 , 也 可 供 大 学 本 科 高 年 级 学 生 选 该 . 同时 , 它 
也 是 队 韦 现代 分 析 .数学 规划 .向 量 极 值 .最 优 控 制 和 数 
理 经 济 等 领域 研究 的 学 者 的 重要 参 兰 书 ， 


— 


前 言 


凸 分 析 和 非 光 请 分 析 是 20 世纪 60 年 代 至 80 年 代 相 继 发 展 
形成 的 现代 数学 分 支 . 作为 描述 和 解决 非 光 请 问题 的 有 力 工 具 , 它 
们 在 非 线性 最 优化 .多 目标 决策 .最 优 控制 ,对策 论 、 变 分 学 . 道 近 
理论 以 及 数理 经 济 等 领域 有 着 广泛 的 应 用 .事实 上 , 凸 分 析 主 要 研 
究 的 廿 函数 (上 巧 泛 函 }) 在 通常 意义 下 是 非 光滑 的 ;因此 从 这 -意义 
于 说, 巧 分 析 也 是 非 光滑 分 析 的 组 成 部 分 和 重要 基础 ,而 非 光滑 分 
桥 则 是 是 分 析 研 究 的 延伸 和 发 展 ， 

本 韦 导 我 育 1986 年 至 1998 年 间 在 上 海 交 通 太 学 先后 为 应 用 
数学 专业 的 硕士 和 博士 研究 生 讲 授 凸 分 析 、 非 光滑 分 析 和 现代 分 
析 课 的 基础 上 ,经 过 选择 整理 写成 的 . 全 书 脱 稿 后 ,于 2000 年 2 月 
至 6 月 在 温州 大 学 对 该 校 和 温州 师范 学 院 的 数学 教师 以 及 访问 学 
者 试 庆 了 部 分 肉 容 ,并 稍 必修 改 。 

书 中 的 第 1 章 全 第 3 章 是 相对 成 熟 的 凸 分 析 部 分 ,第 2 章 中 
有 关上 映射 的 拟 凸 性 的 内 容 , 主 要 是 我 和 学 生 妆 一 开 博 士 以 及 访问 
学 者 凌晨 副教授 人 台 作 的 工作 . 第 4 章 关 于 Lipschitz 亲 数 的 广义 次 
微分 和 第 5 章 晒 数 的 切 微分 ,部 分 取材 于 F. H, Clarke 的 著作 
第 5 章 和 第 8 音 的 部 分 内 容 ; 参 考 了 J.P，Aubin 和 I. Ekeland 的 
书 :I9 ,以及 也, 号 Morduckhovich 的 论文 中 .第 6 章 至 第 8 章 是 集 
值 焉 射 的 广 久 微分 部 分 ,其 基本 概念 先是 由 我 和 学 生 徐 永明 博士 
于 始 引进 ,而 后 则 是 和 其 志 青 搏 主 共同 进行 了 较 系 统 研究 的 结果 . 
本 书 的 第 1 坦 至 第 3 章 由 我 执笔 撰写 , 1994 年 至 1995 年 间 , 湘 漂 
大 学 数学 系 起 志 青 副教授 作为 访问 学 者 来 我 处 进修 ,他 除了 与 我 
合作 进行 有 关 集 值 映 射 的 广义 微分 的 研究 之 外 ,还 曾 在 我 讲授 的 
非 光滑 分 析 课 中 分 讲 了 部 分 内 容 . 为 此 ,本 书 的 第 4 章 至 第 8 章 先 
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“2， 前 刘 
由 他 整理 出 初稿 .经 我 们 多 次 讨论 调整 ,最 后 由 我 作 修改 .补充 和 
统一 定稿 ， 
阅读 本 节 -…… 般 需要 有 证 国 分 析 的 基本 知识 . 特别 是 从 第 5 章 
以 后 ,读者 最 好 能 部 悉 非 线性 浴 函 的 某 些 近 代理 沦 . 同 时 对 其 中 … 
些 比较 简洁 的 推 让 朗 进 行 仔 织 地 研读 。 
在 本 书 的 写作 过 程 中 , 陆 晋 奎 教 授 , 王 晓 敏 副教授 和 杨 雷 博士 
曾 协 助 我 补充 和 查 对 了 有 关 资 料 , 丁 鸿 生 讲师 和 于 了 症 英 博士 由 为 
打印 本 书 的 于 稿 付出 了 闪 勤 的 劳动 . 在 此 ,一 并 致 以 衷心 感谢 ! 
限于 作者 水 平 , 书 中 难免 郑 在 不 受 和 废 误 之 处 , 尽 望 专家 和 读 
者 不 音 批 评 指正 ， 
胡 航 达 
2000 年 1 日 1 1 于 小 诲 交通 大 学 
2000 年 ?月 ?日 补 写 ] 沪 州 大 学 
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符 号 说 明 


oo 线性 空间 
Se 线性 子 空间 

二， 宅 线性 拓扑 空间 

人 线性 拓扑 空间 季 ， 党 , 空 的 对 偶 空间 
2 Hilbert 空间 

人 Banach 空间 

Banach 空间 劣 的 对 偶 空间 

R'", R” n 维 ,xmx 维 Euclid 空间 

R 实数 域 

R, 非 负 实数 域 

S,T,M 集合 

cp 集合 5 的 凸 包 

aff.S 集合 S 的 仿 射 包 

linS 集合 5 的 线性 包 

5 集合 S 的 代数 内 部 

SS” 集合 5 的 相对 代数 内 部 

.9 集合 S 的 代数 闭 包 

人 集合 $ 的 代数 边界 

ints 集合 5 的 内 部 

riS 集合 $ 的 相对 内 部 

cls, 5 集合 5S 的 闭 包 

as 集合 5 的 边界 

d|s Banach 空间 中 向 基 4 垂直 于 集合 5 


号 Banach 空间 中 集合 S 的 球 直 集 


H 

Hy, Ht 
TH+, HH 
Ur) 

U, UO 
Ux, H) 
Be 


BB 
Cx x 


[x', x 


Cr: # x js Lx ’ x ) 


sl 


| " | ， 
| 本 ‖ xs 


符号 说 明 
起 平面 
由 超 平 面 吾 界定 的 闭 半 空间 
由 超 平 面 右 界定 的 开 半 算 同 
线性 招 扑 空间 中 点 x 的 邻 域 
线性 拓扑 空间 中 原点 的 邻 域 
Banach 空间 中 点 x 的 5- 邻 域 
Banach 室 间 中 以 点 二 为 中 心 , 人 为 半径 的 
超 球 
Banach 空间 中 的 开 单 位 球 (或 闭 单位 球 ) 
线性 空间 中 点 x! 与 巡 之 间 的 开 线 段 
线性 空间 中 点 关 与 娠 之 间 的 财 线段 
线性 空间 中 点 xl 与 好 之 间 的 半 开 壮 于 线段 
Banach 空间 上 的 范 数 
Euclid 空间 上 的 7- 范 数 
m Xn 阶 和 矩阵 要 的 范 数 
线性 空 何 由 的 惟 
锥 天 的 对 侦 峻 
锥 天 的 双 对 个 锥 
锥 天 的 严格 对 侦 锥 
锥 下 的 偶 对 偶 锥 
n 维 Euclid 空间 中 的 非 负 锥 
集合 5 的 负 对 偶 集 ( 极 化 集 ) 
集合 5 的 锥 包 
线性 空间 上 的 实 值 函数 《实证 国 ) 
线性 空间 上 的 实 值 向 量 函 数 
绕 性 空间 上 线性 泛 函 x' 在 点 x 处 的 值 
线性 拓扑 空间 上 的 映射 
线性 映射 的 对 侦 算 子 
线性 拓扑 (Banach) 空间 上 的 集 值 映射 


i 
LU , %) 


dom f 

epif 

hypf 
eof A 

Cl 六 

lim in{f (x) 


lim sup/ tx) 


domy 
graphy 
EK-epig 
Kery 

lImy 
Hastf, cc) 
H(tg, cihk 


K-bou (vy | 


rr 
A 

了 

es, ds lx) 
Fass ps x) 


te Mat ys wD) 


Sas Ostx) 
3 Itx) 


符号 说 明 :i 
线性 空间 到 线性 空间 的 线性 映射 
线性 拓扑 空间 安 到 多 的 连续 线性 映射 ( 算 
子 ? 集 合 
广义 实 值 消 数 的 有 效 域 
实 值 函数 的 上 图 象 
实 值 函数 了 了 的 下 图 销 
实 伪 函数 了 的 凸 包 (函数 ) 
实 值 另 数 了 的 财 包 ( 栖 数 ) 
实 值 沙 数 在 点 x 处 的 下 极限 


宇 值 函数 了 在 点 x 处 的 上 极限 


集 值 映射 区 的 有 效 域 

集 值 映射 和 的 图 象 

集 值 映射 的 天 -上 图 象 

集 值 映射 下 的 核 

集 值 映射 多 的 象 

集合 5 上 范 数 关于 c 的 水 平 集 

集合 5 上 映射 gp 关于 7 的 下- 水平 集 

线性 拓扑 空间 中 向 量 组 {1 ,，…，y”} 的 天 -有 
界 集 

山区 数 了 的 共 示 函 数 

吊 隙 数 地 的 二 次 共 斩 国 数 

岂 消 数 g 的 共 亏 函数 

Banach 空间 中 集合 5S 上 的 路 离 函 数 

线性 拓扑 空间 中 凸 集 5S 上 的 Minkowskl 晃 
数 ( 汉 隆 ) 

XintK 上 关于 a 区 的 Minkowski 证 本 

线性 空间 中 凸 集 $ 上 的 指示 函数 

线性 空间 的 对 偶 空 间 中 集合 5 的 支撑 咀 数 

线性 空间 上 的 仿 射 函数 


i re 


了 
Ns CX" » 
Terr’) 


Nitxr") 


Q(x ) 


Tor") 


T(r ) 


T(r) 


NS (x") 


人 ai 
NVS) 
SCX E) 
ar 3 
a(Y, KK) 
,YT ,大 ] 

VY /x) 
V(x) 


J fx') 


Fux) 


符 导 说明 

线性 折 扑 空间 中 四 集 $ 在 点 x" 处 的 切 锥 

线性 拓扑 空间 中 西 集 $ 在 点 x 处 的 法 锥 

Banach 空间 中 集合 5S 在 点 x 处 的 C- 切 锥 
( 广 尺 切 内》 

Banach 空间 中 集合 5 在 点 x* 处 的 G- 法 锥 
《广义 法 锥 ) 

Banach 空间 中 集合 5S 在 点 x* 处 的 相依 锥 

Banach 空间 中 集合 5 在 点 x" 处 的 I- 切 锥 
〈 超 切 锥 ) 

Banach 空间 中 集合 5 在 点 关 处 的 五 切 锥 
“相依 切 锥 ) 

Banach 空间 中 集合 5 在 点 x" 奸 的 C- 切 锥 
Clarke 切 惟 ) 

Banach 空间 中 集合 5 在 点 x 姓 的 CC- 法 狼 
‘Clarke 法 维 ) 

集合 天 -epi 间 在 点 人 ， 包 ) 处 的 C- 切 锥 

集合 5 在 点 x 处 的 M- 法 锥 

集合 5S 在 点 x 人 处 的 下 -法 惟 (Frechet-e 法 锥 ) 

集 值 映射 多 在 点 Kx 入) 处 的 法 锥 

线性 拓扑 空间 中 集合 了 的 天- 有效 点 集 

线性 拓扑 空间 中 集合 了 的 天 - 身 有 效 氮 集 

Euclid 室 间 上 实 值 画 数 了 在 点 x? 处 的 梯度 

Euclid 空间 上 实 值 销 数 在 点 x" 处 的 Hesse 
矩阵 

Euclid 空间 上 实 值 向 基 晴 数 耻 在 点 x 处 的 
Jacobi 矩阵 

Banach 空间 上 实 值 函数 广 在 点 x 处 的 
Fréchet 导数 


Pr 


Dgplr) 
Fx sd) 


f(r ,dad) 


Fr; ) 
Fr ;dd) 


Fr ; 三 ) 
PC ad) 


fm; d) 
dix) 

I Fx ) 
IFCXL, Ya) 
OX: 
afix') 
a fx") 
3A ) 
a Fr") 
Hix, yo) 
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Pix, ys; dd) 


PCr 和 了 d) 


符号 说 明 -vv ， 

线性 拓扑 空间 上 上映 射 q 在 点 x 好 的 Gateaux 
导数 

Banach 宇 间 于 上 映射 # 在 点 处 的 丹 格 导 数 

实 值 函数 了 上 在 点 x" 处 河 方 向 如 的 右 方 向 
导数 

实 值 函数 了 上 在 点 
导数 

实 值 图 数 了 在 点 如 处 沿 方向 # 的 方向 导数 

Lipschitz 滑 数 在 点 x? 处 潜 方 加 和 的 GG- 方 
向 导数 (六 义 方 向 导数 ) 

正常 函数 了 在 点 x 处 祖 方 向 到 的 万 切 导数 

正常 函数 了 在 点 如 处 沿 方 向 d 的 C- 切 导数 
(二 图 象 导数 ) 

实 值 国 数 了 在 旧 关 处 沿 产 网 下 的 五 切 导 数 

凸 丽 数 了 在 点 x? 处 的 次 微分 

函数 在 点 x" 处 的 -次 微分 

Lipsehitz 函数 了 在 点 交 ， 处 的 C 司 次 微分 

Lipsehitz 函数 了 在 点 za 处 的 (7 偏 次 微分 

Lipschitz 向 量 晴 数 了 在 点 x 处 的 上 如- 次 微分 

正常 函数 了 在 点 辣 处 的 C- 切 微分 

广义 实 值 苑 数 了 上 在 点 如 处 的 M 次 微分 

三文 实 值 通 数 在 点 x 处 的 邮 - 柯 异 次 微分 

集 值 映射 外 在 点 5 ， 六 ?处 消 方 网 下 的 天 - 方 
向 导数 集合 

集 值 映射 在 点 tx， 癌 ) 处 潜 方 同和 的 天 -能 
方向 导数 集合 

柴 值 鼎 射 疼 在 点 Cr， yy) 寻 涪 方向 的 GK- 
弱 方 向 导数 集合 


Xx” 处 泊 方 四 dd 的 左 方 同 


= jl 


Dx 9 : dd) 


Hr, yy") 
只， 
yx, yy) 
Aaptr, y), 


duplx, yb 


EE Jp 
Fx 
aur » y's 


Out xr, yy)s 


a x, y) 
3ptr, y°) 
OOK py 
Fup rx, yr 


up xr » yr 


aur 
35 仿 ( yr 


Qup Cr) 

avr , y') 
aor, y') 
pr, y") 


符 号 说明 

集 值 映射 在 点 Cx y) 处 沿 方 疝 a@ 的 CK- 
弱 方 向 导数 集合 

集 值 映 射 少 在 点 Cx*,y”) 处 的 奶 导 数 

集 值 映射 yy 在 点 C(x? ,yy 处 的 吃 - 切 导 数 

集 值 映射 区 在 点 Cz， 六) 处 的 C- 切 导数 

集 值 映射 在 点 Cx",，y*) 处 关于 p 的 外 -次 
微分 

集 值 映射 在 点 Cx"， yy) 处 关于 pp 的 尺 - 弱 次 
微分 

集 值 映射 yy 在 点 x? 处 关于 下 的 天 -次 微分 

集 值 映 射 多 在 点 x 处 关于 pp 的 下 - 聘 次 微分 

集 值 映射 站 在 点 Cx"， yy) 处 关于 p 的 GK- 骅 
次 微分 

集 值 映射 少 在 点 Cx ，y 处 关于 p 的 CK- 纶 
次 微分 

集 值 映射 少 在 点 Cx?，y*) 处 的 切 微分 

集 值 映射 在 点 (x?，y) 处 的 CC- 切 微分 

集 值 映射 消 在 点 Cx 六 ) 处 的 算 于 天 -次 微分 

集 值 映射 多 在 点 (nm y) 处 的 算 子 下 - 弱 次 
微分 

集 值 映射 在 点 C(x?,， 3) 处 的 算 子 G 天 - 弱 次 
微分 

集 秆 映射 yy 在 点 x? 处 的 算 子 GK- 弱 次 微分 

集 值 映射 在 点 (x,，y”) 处 的 算 子 CK- 习 次 
微分 

集 值 映射 多 在 点 x* 处 的 算 子 C 天 - 弱 次 微分 

集 值 映射 % 在 点 C(x*，y) 处 的 有 -次 微分 

集 值 肪 射 风 在 点 (如 ， 加) 处 的 MC- 次 微分 

集 值 映射 yy 在 点 C(x",，y 处 的 MF- 次 微分 
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第 1 章 四 z 集 


凸 集 是 凸 分 析 的 研究 对 象 和 基本 内 容 , 它 的 有 关 概 念 和 理论 ， 
则 是 凸 分 析 和 非 光 滑 分 析 的 基础 和 重要 研究 工具 . 

这 一 章 将 论述 凸 集 及 有 关 的 概念 和 性 奈 . 特别 是 ,介绍 有 着 广 
泛 应 用 的 在 不 同 空间 情况 的 几 个 凸 集 分 离 定 理 . 同时 还 讨论 作为 
重要 特殊 凸 集 的 凸 锥 及 其 对 侦 锥 ， 


1.1 西 集 及 有 关 性 质 


本 节 阐 述 和 其 有 所 谓 凸 性 的 集合 及 有 关 概 念 ,并 且 介 绍 它 们 的 
基本 性 质 . 

设 站 是 实 线 性 空间 , 它 不 止 含有 一 个 点 . 

定义 1.1.1 设 集 合 5C 民 3 , 若 对 任意 的 AE 0,1) 有 

iES Yr,xES, 

刚 称 3 是 (2 中 的 } 凸 集 或 集合 5 是 凸 的 . 

我 们 约定 : 空 集 是 凸 集 ， 

图 1.1.1 的 ta} 和 Cb) 分 别 是 唔 集 和 不 是 山 集 的 图 示 . 


2 © 


图 1.1.1 


“人 第 1 合 凸 党 


例 1.1.1 以 下 集合 是 相应 空间 中 的 点 集 ， 
Euclid 空间 R* 中 的 超 平 面 ; 


FH= {x€E Rlax=p,a€E rR, PFEeR. 
Euclid 空间 R" 中 的 并 半空 间 ， 
Hi~ {xXER' Ilax> pactR, seR)}. 
Banach 空间 池 中 以 x? 为 中 心 ,6 为 半径 的 超 球 ， 
有) = {rE .Br mr) ,rE ,Hd 0}. 
特别 地 ,和 中 的 开 单 位 球 : 
B= {xE Br <1), 


其 中 x4 是 x 的 学 数 . 
线性 空间 > 中 的 闭 线段 ; 


[r,s x = {rE |x= i+ (lO— Dx, 
x XEY,AELO, 11}. 
线性 空间 “中 的 正 系 数 多 项 式 集合 
P= {peEY |p 是 R 上 正 系 数 单 变量 多 项 式 }. 


先 叙述 关于 凸 集 的 一 些 简 单 性 质 . 
定理 1.1.1 设 集 台 S 忆 区 .3 是 凸 集 尖 只 仅 当 

(al 十 as 和 一 名曲 十 ae 几 Ya as 全 并.， C1.1. 12 
证 明 必要 性 ， 当 台 一 ea 一 时 ; 针 论 因 然 成 江 . 下 设 a + a 


> 0. 
则 存在 x 后 仿 司 z= (a 十 a 二 + oY. 因为 ME ad, ax 
亡 Od, 上 夏 和 us 十 在 3。 洁 证 (1. i, 1) 的 堪 端 包含 右 端 , 设 Z 天 


rr i pr "rr i i + op 1 


$1.1 凸 捍 有 有关 性 质 - 3， 
3 十 os 加 存在 x , x?ES 使 


A ] 


A 
十 — 
十 a a 十 A 


一 at 十 二 和 一 《al 十 ay) 


二 < ws， 于 是 


得 z Ela 十 a15. 
充分 性 ,已 知 届 ,1.1) 成 立 .对 于 任意 的 x',， x? ES 和 任意 的 4 


E (0， 1), 任 取 w > 0, 令 = 二 于 4 , 则 有 和 二 - ,1 


[ Fi 
.由 0l. 1. 109 知 十 QEaS + as 一 《ea 十 如 9， 


a 二 上 
改 存 在 zxE S 有 az 十 只有 一 《oa 十 JX 或 
a eo 
Al 下 a a 十 如 一 


由 此 ,我 们 有 ix: 十 (1 一 x! 二 去 二 x+ i ~ xtES, 
于 是 由 定 闵 1.1.1 得 知人 5 是 码 的 .了 

定理 11.2 设 5,C XY (ET, 了 是 指标 集 ) 是 号 集 ， 

1) 车 了 一 {lr 是 有 限 指 标 集 ， 和 人 一 ] 
zz2J 由 > as 是 凸 集 . 

(2) 若 J 是 任意 指标 集 , 则 站 5 基 凸 集 ， 

证 明 由 定 尽 1.1.1 直接 可 以 推 得 .站 

定理 1.1.3 设 光 ”是 线性 空间 ,上 ;一 WY 是 线性 映射 . 

(1 若 S 忆 区 是 止 集 , 则 亏 (05) CC 是 凸 集 ， 

《2) 若 工 民 洲 是 西 集 , 则 -TY} 志和 是 凸 集 ， 

证 明 1) 和 任 取 于， YE 09S), 则 存在 x , xrES, 有 yy! = 二 
LO) 二 L(x:),， 对 于 任意 的 4€ 0, 1), 因 为 5S 蚌 山 的 , 故 Ax! 
十 (1 一心 xz ES 于 是 ,由 艺 是 线性 上 映射, 我们 有 


Ay 二 + C1 A = ALCGXD) + (0 — VL(x:) 


> 第 1 间 四 集 
= LO 十 (1 一 hx2sy EE LS), 
由 于 yy 和 入 是 任 取 的 ,根据 定义 11.1 得 知 工 (3) 是 目的 ， 
《2) 由 于 了 洲 一 和 芭 也 是 线性 映射 ,与 人 1 的 证 明 类 似 得 
证 ,4 


定义 142 设 xwEY ,A 和 0G=1, em)， DN = 1 
一 | 


则 称 向 量 x 一 > Ax 是 x'，…， x" 的 西 组 合 . 
例 1.1.2 任 一 圆 内 的 点 都 是 图 周 上 某 两 点 的 西 组 合 . 任 一 


三 角形 中 的 点 都 是 它 的 三 个 顶点 的 凸 组 合 . 
定理 1.1.4 设 和 集合 3 CC YY 非 空 ,5 是 凸 集 当 生 权 当 对 任何 


应 整数 之 2 有 x ES, 入 之 0 GG 一 1,…, m)，224 一 1, 使 得 


Shr ES. (1. 1. 2) 
i=} 


证 明 ”充分 性 . 在 (1.1.2) 中 取 台 二 2, 用 定义 1.1.1 即 知 S 
是 目的， 

必要 性 . 用 数学 归纳 法 证 明 ; 当 m= 二 2 时 ,由 S 是 凸 的 , 按 是 义 
1.1,1 可知 (1. 1.2) 成 卫 ， 

设 已 知 关 一 下 时 (4.1. 2 成 立 . 邻 


z= DNx', (1. 1. 3) 
i=1 


未 十 


其 中 之 0 4 一， "上 二 1)， Dh=1. 车 妈 i 一 1 则 Zz 二 x 
E€ 5, 即 (1.1.2) 对 于 mm 二 下 十 1 成立. 车 名 11 了 关 1; 因 为 ,1, 2) 对 


A 
rt 二 上 入 ， 
“ 2 1 一 有 < 


311 旧 梨 及 有 关 性 质 "8 


由 此 ,根据 (1.1. 3) 和 5 是 凸 的 ,得 到 
Zhi 十 一 
P| 


再 由 (1. 1. 3) 便 知 (1. 1.2) 对 于 mr 一 襄 十 1 成立. 

定理 1.1.4 表明 3 是 西 集 的 充分 必要 茶 件 是 :该 集合 中 任意 
个 点 的 上 组 合 仍 属于 此 集合 . 

以 下 两 个 福 念 是 凸 集 的 扩展 ， 

定义 1.1.3 设 集合 5 玉芝 

(1) 若 对 任意 的 AER 有 


A 人 AE x， 
则 称 S 是 中 的 ) 仿 射 集 ( 仿 射 流 形 ,线性 流 形 ), 或 集合 3 是 仿 
射 的 . 
(2) 若 对 任意 的 四 ,入 ER 有 
XT 二 ES VY x EN, 


则 称 3 是 CY” 中 的 ) 线 性 子 空 间 ， 

我 们 约定 : 空 集 是 仿 射 集 ， 

注 1.141 由 定义 1.1.1 和 定义 1.1.3 可 知 , 仿 射 集 和 线性 
子 空 间 都 旦 凸 集 . 又 集合 5 是 中 的 线性 子 空 间 , 即 3 对 Y 中 
的 线性 运算 构成 线性 空间 . 

例 1.14.3 Fuclid 空间 R" 中 的 点 .直线 和 起 平面 都 是 R" 中 
的 仿 射 尝 . R" 中 过 原点 的 直线 和 过 原点 的 超 平面 部 是 R" 中 的 线 
性 子 空间 . 

定理 1.1.5 设 集合 SC YGEIT, 了 是 任意 指标 集 ). 

(1) 若 Sti€ 有 是 仿 射 集 , 则 [5; 基 仿 射 集 . 

《2) 若 Si(iE€ 了 ) 是 线性 子 空间 , 则 [5; 是 线性 子 空间 . 


“1 第 1 章 凸 集 
证 明 由 和 定 多 1.1.3 不 难 直接 椎 得 .日 
定 光 4114 设 太 XEY 人 一 1 了 到)， 


(1) 若 尺 ERU= lm) > 一 1]， 则 称 问 量 x 一 
tml 
> hz 是 x ，…， x" 的 仿 射 组 会. 
tf 二] 


(2) 若 站 ER 一 1 zz)， 则 称 向 量 z 一 27Am 是 


xl wo 的 线性 组 会 . 
定理 1.1.6 说 集 台 所 非 空 . 
C1) 9 是 仿 射 集 当 日 仅 当 对 任何 正 整 数 x 宇 2, 有 XE 5,AEE 


RO=1, 0) D1 使 得 >) Xv € 5， 
(2) 3 是 线性 子 空 : 则 当 且 仅 当 对 任何 正 整数 各 之 2 有 x* ES, 


ERRG= 1,"…，,m), 使 得 Dar E 9. 
证 明 “与 定理 1. 1.4 的 证 明 类 似 .0 
现在 引进 -~ 艇 集合 的 吓 包 概念 ,并 讨论 有 关 的 一 些 性 质 . 
定义 下 1.5 设 集合 5C 必 XY, 则 Y 中 所 有 包含 5 的 凸 集 的 
关 称 为 $ 的 凸 血 (或 由 3 生成 的 止 集 ), 记 作 co5. 
我 们 约定 : 空 集 的 凸 包 是 空 集 . 
注 1.1.2 由 定义 1.1.5, 集 合 的 凸 包 是 包含 它 的 最 小 凸 集 


(见习 1. 1.2). 


定理 1.1.7 设 和 集合 SCYY.， 


$1.1 吓 和 集 可 有 关 性 后 "7° 

(1) 若是 号 梨 . 则 ro3 = 5. 

《2 落 六 和 oo ， 刚 col SU (x}) = coS, 

证 明 (1) 由 定义 1,1.5 直接 可 知 . 

(2) 由 EE co5, 同 为 5 C cos, 所 以 SU x 二 co$. 出 此 ， 
我 们 有 cols U Ti Cos， 和 显然 有 cos 性 colts LU 4x1) ,上 得 
结论 .1 

下 面 是 凸 包 的 表示 定理 . 

定理 1.1.8 没 集合 5 己 Y, 则 对 任何 正 整 数 m 有 


cos = {x 二 7 |x 一 Sr 时 天 生生， 


Vi 一 1 一 1 《1. 1. 4 
r 一 1 


即 ceSs 是 SS 中 向 基 的 有 限 凸 组 合 构成 的 集合 . 

证 明 记 (1,1.47 右 端的 集合 为 姜 . 

先 证 五 己 coS， 当 ?4 二 1 时 ,显然 成 立 , 对 任何 正 整 数 芭 写 2， 
访 弃 1 有 E09, 轩 六 co% 是 
上 上 集 ,让 定型 1. 1.4 知 , 对 任意 的 4 宇 0， 2 一 1, 有 DA 安 


了 


cos 也 以 万 所 Pos， 
现 证 coSED. 任 取 x,， FED, 由 (1.1.4) 和 成 的 定义 可 知 , 存 


在 下 整数 苔 各 以 及 ES 机 全 0 二 1 PN)， pi 
i 1 

La 

1 ES 2 用 二 1 使 得 工 一 、 

一 ?= | 


t= 1 


和 y- Say 由 此 ,村 任意 的 AE€ (0， 1) 有 


1= | 


My MF Dy (C15) 
i=-l j=1 


因为 入 宇 00 — ], Mi, 《1 一 Ai Cf 一 ] ， 9 


8 第 ! 章 西 集 
并 且 


i 3 ml mm 
> 十 2 — Dp = 42 二 (1 一 DE 


1 一 1 


所 以 由 0.1.5) 和 了 的 定义 得 到 入 十 (一 好 y ED. 据 此 ,由 定 
交 1.1.1 即 知 也 是 凸 集 ,由 于 S 性 D, 而 DD 是 古 集 , 故 由 注 1.1.2 
得 到 cos 己 五 .1[ 

定理 1.1.9 设 集合 Si, SsC %, 

《jj eof 门 S57) 坟 e051 门 co0S,, 若 S 和 5， 是 凸 集 ,人 则 
cotd, NN 5) 一 cod) 人 eom，， 

(27 cofS 十 光一 Co 二 COS;, 

(3) 车 S 和 3; 是 凸 集 , 则 cot5$, U 5;) = 十 (1 一 
AlS, | 

证 明 (1) 设 yE cots 但 Ss), 由 定理 1.1.8 得 知 


yE Le gx I= Ar YES, NS,, 
二 | 


= ls 4 2 一 1 
由 此 ,我们 有 
Ee ER > Ar WE ED, 
Yai=1， "ry mI), SN=1| 


t=1 
全 ix E Es Dr YXx’ EE Ss 


YAPOG = 1 m), DA = 1), 


i=1 


81.1 凸 集 及 有 关 性 质 .9 
有 从 而 ?和 cosi 和 了 Eeeosy BYE cos cos,, 
设 驴 ) 和 5, 是 止 集 ,我 们 再 证 明 eo5 门 os; CC cols, 门 3 )， 
为 此 设 y E co 门 coS;, 因为 S$S 和 是 凸 的 ,由 定理 1.1.7 的 
(1) 有 了 Eas 站 SS 据 定义 1,.1.5, 便 得 了 ES 站 SCeocsi 站 
S,). 
《2) 结 证 eolS) 十 Sj)CCco9j 十 co9Sz, 设 3EcotS| 十 5;) ,由 


定理 1.1.8 知 ?一 人 > 太后， 其 中 x* EE 由 二 5,， 本 之 和 0 (一 1，…， 
fi 


7 之 1 一 1]. 于 是 ,存在 中 E SvV'E SS,, 使 二 十 wi 一 
1，"…*，m) 有 


一 DAM 十 之 大 or 


再 由 定理 1. 1.8 得 知 y€ cos, 十 co 
为 证 coS 十 coSs 芒 co(S) 十 3 设 了 后 cosi 十 cod,， 则 存 
在 wcoSl 和 vE co5; 使 y 二 # 十 vw. 由 定理 1.1.8 我 们 有 


i 一 2 au, 其 中 下 生 汪 1， 由- 产 0 人 |， 四 zz1 ) 之 人 2 一 1 ， 


Ta 风 
| . . 

和 所 一 - pv 其 中 ew 声 访 ;3 Ai 《7 一 1， 0 ipl. 
/== 7 一 


由 此 得 到 


™] PT 


》 一 yu 十 Sy, v= YOu tw), 
i ] jl 


i=] j=1 
其 中 十 VES 十 访 s， yi 二 人 0 tf 一 1， + mt 7—1， 机 


mz) ，》)， > ,oj 一 1 理由 定理 1.1.8, 即 得 了 E cotS, 十 小， 


i=] j=1 


(3) 设 y EU LA5， 十 (一 5s], 则 存在 4E [0, 1] 使 


“10 * 第 1 章 册 浊 
7 EAS 十 (1 一 0)5,. 于 是 ,存在 zxE Si 和 ES 有 YE 各 :十 
(1 一 Ax, 国 为 x x 全 5S1U Scors US 而 cofS LS) 
是 向 集 , 几 得 E cotet U S$,). 

友之 ,证 ?Eco US,). 由 定理 1.1.8 知 , 存 在 正 整数 ;mw 和 


入 安 S| (} S$,, 太守 0 ti 一 ]，…， mi), > 一 1， 使 得 
r= 


y= DNdy. (1. 1. 6) 

i=1 
荐 六 SG 二 1 于 m), 则 到 为 5S 是 凸 的 ,由 (1.1.6) 有 8 七 
S11 放 ?E WU 5， 十 《1 — A)S, |. 车 Sof 一 1 ， “ 877 ) ， 出 
因 为 2 是 山 的 , 同 理 有 yy Ey L251 + (1 5 现 设 六 所 由; 
{2 二 1， 疡 ) 和 了 入 at 一 疡 十 1， 机 re ) (中 各 记 C 一 1). 


令 4 一 2%, 则 XE (0, 1) 由 Q.1.6) 我 们 有 


pb J _ 了 _ 
y= Ay Diy -1D) $y 十 人 1 一 办 >， oy 
一 上 rp+l 让 一 卢 十 1 1 一 4 
= jar 十 《1 — DX’, C1. 1.7) 


其 中 一 > 号 y， x = wg 因为 S 和 3; 是 凸 的 : 故 工 
1 一 1 i"p+} 


€ 5 和 x 5,. 据 此 ,由 (1,1.7) 得 到 
y= 二 (1 Dx EE AS (1 CO— MS,, 


从 而 了 EU [5 二 (1 一 5 

下 面 黄 个 概念 是 三 包 的 扩展 ， 

定义 1.1.6 设 集合 SCY.， 

(1) YY 中 所 有 包含 5 的 仿 射 集 的 交 , 称 为 S 的 仿 射 包 ( 或 由 
生成 的 仿 射 集 》, 记 作 affS. 

(2) YY 中 所 有 包含 5 的 线性 子 宝 间 的 交 , 称 为 5 的 线性 也 


pp 


-nn ee me rk 


#1.2 凸 桌 的 晴 构 性 后 121: 

《或 由 3 生成 的 线性 子 空间 ), 记 作 linS. 

我 们 约定 : 空 集 的 仿 射 包 是 空 集 . 

注 1.14.3 由 定义 1.1.6 可 知 ,集合 的 伪 射 包 是 包含 它 的 最 
小 仿 射 集 ; 集 合 的 线 福 包 是 包 合 它 的 最 小 线性 子 空间 . 

定理 上 1.10 设 集 合 SCY. 

(1) 车 5S 是 仿 射 集 ; 则 aff5 = 二 5S. 车 x E€ affS, 则 afftS U 
{x}) = affs， 

(2) 若 5 是 线性 子 空间 , 则 linS 一 5, 车 x Elins, 则 lin(SU 
{x}) = lins. 

证 明 ”与 定理 1, 1,7 的 证 明 类 似 ,[ 

定理 1.1.11 设 集 合 SCY. 

《1) 对 任何 正 整 数 mx 有 


aff'ys = [x 三 |x 一 Sr Wr Es, 
'=1 


YAER CG— 1, m), DA= 1}. 
i=] 


即 affs 是 $ 中 向 基 的 有 限 仿 射 组 合 构成 的 集合 . 
23 对 任何 正 整数 闫 有 


ins = {x € oz ax Vi ES, 


YAE RC = 1 m)), 


即 lins 是 5 中 向 卉 的 有 限 线性 组 合 构成 的 集合 . 
证 明 与 定理 1.1.8 的 证 明 类 似 . 


$1.2 凸 集 的 结构 性 质 


本 节 介 绍 西 集 的 代数 结构 和 拓扑 结构 性 质 . 先 论述 凸 集 的 有 
关 代 数 结构 性 质 . 
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设 了 在 记 全 x 以 及 Cr x 各 [x' ,x ) 依 
忱 表示 虚 x 和 x 之 间 的 开 线 段 , 闭 线段 以 及 半 开 半 闭 线段 , 即 
(CN rr EY, AE (0,1)}, 


[x!, Xx: | < 一 {A 十 - C1 AYx: | x!， x? 拓 肥皂 [10， 1] | ， 


| 


{ax Co Ax | EF, AE (C0, 11]}, 


Cx! XE 


[rl ro Arr EY AE LO, 1)). 
C1. 2.1) 


定义 1.2.1 设 集合 SC%.. 


《1) 集合 
Si—= (xES|YvEY, It>0 有 Lr, + ev ist 


称 为 5 的 代数 内 部 .x 称 为 怠 的 代数 内 点. 和 若 仿 二 人 5 则 称 驴 
是 代数 并 集 . 

《2) 集合 
S* = [x€ESIYvE affs—x, de>0 有 [x, x+ev]Cs) 


称 为 3 的 相对 代数 内 部 .xxE3" 称 为 3 的 相对 代数 内 点 . 
(3) 集合 
S*= {rxr€E% |Ives, 有 Lv, xTCS} 


称 为 汪 的 代数 用 和 包 . 苦 SS 二 5， 则 称 5 是 代数 半 业 . 
(4) 集合 5S: 一 SM\S' 称 为 5S 的 代数 边界 . 
注 贡 .2.1 由 定 六 1.2.1, 显然 有 
SION 
牢 理 1.2.1 没 SCY 是 上 山 集 . 
(DD) 车 x ES XES, MN[x x) CS 
(2) 莽 x ES OC, x ENS, NM Er, x) CS". 
证 明 (1 在 取 y 了 ET， ?5 则 有 AXEL0, 1) 使 y 一 A 十 
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《1 一 Dr! 拟 下 分 两 种 情况 讨论 . 
(a) 设 广 ES5, 因 为 XE CSA,S 是 是 的 ,于 yy 世人 从 所 
3S', 由 定 关 1.2.1 的 民 ) 可 知 , 对 任意 的 v€E ,存在 : 汪 0 有 [x!， 
二 Ev] 计 5S ,从 而 x' 十 sw 5S. 由 于 S 基 三 的 ;因此 


yy 二 Av= A 十 (1 一 (tr 二 ow)Cs. 


于 是 ,由 ES 又 知 [y; 3 十 ev ] CS. 因为 Xe 沁 0, 再 按 赴 浆 
1.2.1 的 ( 届 ) 有 YE€ 5S', 由 3 的 任意 性 得 到 [x', x )CC5.. 

(by 设 x SVS. 这 时 x? 全 SS, 由 定义 1,2.1 的 (3) 可 知 存 
在 vES 使 [v ,x)C 寺 5S. 若 x!', x,V 二 点 共 线 ,不 妨 设 vvE Lx'， 
xz 任 取 zE vex) 5S, 则 由 (a) 的 结果 有 [x ,zy 叶 5 由 z 
的 任意 性 即 得 [zl x) 己 5 车 x 下， VvV 不 共 线 , 则 取 二 E(x， 
7 ,从 而 六 ECX, 了 .从 x! ES 由 定 交 1.2.1 的 员 ) 可 知 ,存在 充 
分 小 的 计 09 合 Ww 一 x 十 el(xY 一 Vv)€5. 令 ! 是 过 点 & 和 t 的 直 
线 ,由 于 es 充分 小 , 故 ! 与 人 ， 好 ) 交 于 某 点 4ES. 据 此 ,由 沪 是 加 
的 ,得 5E5. 于 是 ,由 (a) 也 推 知 [后 , 昌 各 3 ， 因 而 ?所 SS. 由 7 的 
任意 性 即 得 [mm ,加 ) C5. 

C2) 任 取 yE [ra 己 3S, 则 有 4E [0 1) 使 一: 十 
(一 Dx, 从 x EE S57" 由 定义 1.2.1 中 的 (2) 知 ,对 任意 的 v EE 
affs 一 S$ 存在 e 守 0 有 [x 十 wv ] 六 58, 和 圾 x 十 名 所 5. 因为 
S 是 西 的 ,说 所 5S,， 所 以 


y+ (idew=A 二 中 一 Dew)ED. 


从 而 fy 十 (1 一 ev]CS$, 由 此 ,根据 定义 1.2.1 的 (人 27? 知 了 E 
S-, 由 了 的 任意 性 即 得 结论 .3 

定理 1.2.2 设 S 忆 区 是 凸 集 . 

(1 是 凸 集 ， 

《2) 9 是 四 集 . 

《3) 5S" 是 凸 集 . 

证 明 (1) 任 权 zx 宇 ESCS 和 AGE 人 0 1) 因 为 3 是 吓 


“14 第 1 章 时 集 
的 ; 则 一 Ax 十 (一 Dr? ES 由 定义 1.2.1 的 (12); 对 任 虚 的 
vEy 在 相 ce 二 0 有 
[x' sx + evlCCs, fr, +ev |CSs, 
大 而 对 十 印 ,让 十 凶 扎 ,又 因 为 5 是 上 是 的 , 故 
ptev = At Few) 二 (revw) Es, 


据 此 ,由 yyES 知 [y, Jy 十 wj]C 忆 SS. 再 按 定 羡 1.2.1 的 (1) 得 y 蕊 
S', 故 S 是 西 集 . 
C2) 与 [的 证 明 类 似 , 由 定 交 1,2.1 的 (2) 可 得 . 
(93) 任 取 .xES*" 和 XE00, 1), 海 虚 闻 = Ax! 十 (1 一 Ax:. 
由 定 立 1.2.1 的 (3) 呆 知 相 在 vv:ES 合 [vw!:, x CS, [vw x} 
CS 今 v 一 加 i 十 (1 一 和 vw 则 wv 亡 S5S, 再 设 Et0, 71), 则 有 
Ho ES AT A EN. 
因为 
i ly 
= pA 二 (Ar (1 Dr:] 
= Ap 十 Ox 二 一 Wp pr, 


所 以 中 十 (1 一 Ap EES, 或 (vy)Cs. 由 此 , 按 十 义 1.2.1 的 
(3) 得 到 yE S, 收 9 是 凸 集 .上 

定理 1.2.3 设 Ti, Ts:Co 是非 室 的 集 , TL 站 了 一 久 , 7 
[> 

DTNT- 2, TINT= . 

CDOT UU T= >.. 


(3) 若 下 一 J 人 门 了 i, 则 五 是 一 仿 射 集 . 
(4) 若 晶 一 了 人 ETT 则 存在 zE€ |x x) 
NB. 


证 明 《1) 先 证 明了 门 T 了 Y= 名, 设 若 x EE TiNTs+: 按 定 区 
1.2.1 的 (<3) 可 知 存 站 vv ET, 使 [vv ，x) 和 了 因此 ,由 已 知 


i 
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了 门 了 : 一 | 有 Lv ， 此) 门 了 1 一 何 ， 所 以 x EE 1, 设 若 x = 
因为 了 昨 西 的 , 则 对 性 意 的 vET, 都 有 [vv ;C7T,, 故 由 荆门 
了 ;二 人 3 得 到 x 区 二 , 将 7 了 和 人 对 换 , 即 得 六 门 TT 二 0. 

(2) 先 证 玉 吕 至 二 宅 . 设 x 人 TY, 由 定 交 1.2.1 的 (3) 和 工 ， 
Uf; 二， 则 对 任意 的 veE 都 存在 7E[e ,az 门 7 因为 了 
是 山 的 ,于 是 [x 六 了 ,由 定义 1,2,1 的 (1) 即 得 x € 21. 将 全 
和 了 : 对 换 , 即 得 Ts = 学 

(3) 由 了， 是 凸 的 ;根据 定理 1.2.2 的 (3) 知 了 ,了 是 四 
的 .内 此 .由 定理 1.1.2 的 (2)? 知 五 王 T 门 到 是 西 集 , 故 设 如， 
和 电 . 则 有 [Lo x 和 厂 . 为 证 日 是 仿 射 集 , 反 之 假设 存在 4ER， 
使 7 二 4 二 ( 一 略 人 HH. 因为 [x ,x JCH, 则 yr, xr] 
于 是 有 上 人 (FX 或 全 (XY) 不妨 设 x EE Cy, Xx}, 则 由 
7 有 JE 或 y To. 再 不 妨 设 yE71, 则 由 定理 1.2.1 的 
(1) 得 [yx 从 而 划 捷 21. 据 此 ,由 避 ) 推 得 x! 多 二 ,导致 
与 x'EH 六 盾 ,二 是 , 按 定义 1.1.3 的 (1) 得 知 态 是 仿 射 集 ， 

《4) 先 设 Xx 名 由 已 证 得 的 (2) 扒 知人 E73, 再 由 x ET 
CI4, 得 x! EE Ti 介 了 Ti 一 于 , 因此 ,存在 zz 一 x Elx', x:) 门 地, 
和 再 设 关 三 下. 反之 假设 [x'; x 人 门 晶 关 襄 , 则 对 任意 的 zE€ [xi， 
x ) ,村人 了 从 丽人 TI 或 z 人 7 不妨 设 2 人 E11， 
则 由 {2) 得 z EE 75 因 次 EE 7%, Ti 是 凸 的 , 胡 tx: xz) 访 本;, 由 
z € [x', x ) 的 任意 性 有 (三 ,x7) 这 TT,， 于 是 [x ,x') CT, 据 
此 ,由 年 交 1.2.1 的 (3) 得 x 了 ,因而 存在 x 六 个 73, 这 导 
致 与 已 知 的 (1) 了 矛盾 ,1[ 

以 下 讨论 西 集 和 各 西 包 的 拓扑 结构 性 上 质 . 设 弛 ” 是 线性 拓扑 
罕 疗 . 

定义 12.2 设 集会 5C 光 . 记 点 人 € 经 的 邻 域 为 这 (rr)， 

<1) 5 的 所 有 开 于 梨 的 并 称 为 S$ 欧 内 部 , 记 作 intS, 即 


intS = {x ES|II3U0( 全 Ur) CS). 


XE ints 称 为 是 SS 的 内 点 . SS = 二 ints 音 妹 着 5 是 开 集 ， 


i 
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《2) 集合 
ris = (x€ S13U() 鸽 UG) N affS C5) 


称 为 $ 的 相对 内 部 .Eris 称 为 S$ 的 相对 内 点 ,车 S 二 riS，, 刚 称 
5S 是 相对 开 集 . 

《3) 所 有 包含 s 的 团 集 的 交 称 为 5 的 闭 包 , 记 作 cS 或 S, x 
E clS 称 为 是 5S 的 接触 点 , 5 = 二 clS 音 味 着 5S 是 闭 集 . 

《4) 集合 as 二 clSNints 称 为 3 的 边界 . 集合 rbs == clS\ris 
称 为 $ 的 相对 边界 . 

注 1.2.2 设 3C5 ,由 定 六 1.2.2, 显 然 有 

Intw Cris 全， 
取 由 甜头 1.2.1 和 和 定 关 1.2.2, 可 以 推 知 
int's (i 5", ~. 人 els., 

定理 1.2.4 设 5C 侈 是非 空 矶 集 , 则 Tis = intS 当 且 促 当 
intS 尖 名 . 

证 明 充分 性 . 设 intS 关 放 , 则 5 是 无 限 集 ,从 而 atis = 他 
据 此 ,由 定义 1. 2.2 的 (1 和 (<2) ,我 们 有 

ris= {rES|IIv) 使 UCx) I affSs CS} 
一 fx 各 939137tz) 使 Try 和 3 一 intS. 

必要 性 .由 3 是 凸 的 ,可 以 推 知 Ti 关 族 , 因此 ,intS 一 TiS 天 
阅 . 

定理 1.2.5 设 SC% 是 非 空 凸 集 ， 

(1) 若 x! EintSs, x Ecls, Wir, 好 CintS， 

(2) 若 xi Eris, x Ecs, [x x Crs, 

证 明 (1) 任 取 了 E [rz 妇 )， 则 有 AE [DO 1 使 了 一 Ma 十 
(1 一 和 xz 从 所 intS 由 定居 1.2.2 的 民 ) 可 知 , 存 站 x' 的 邻 域 


Uy) CS, 令 克 = Ty 一 《1 一 DUCr)], 则 它 是 x 的 一 个 邻 
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域 .由 x* E elS 知 .在 企 wwE WNS. 设 中 一 工 [一 (CL 一 Deal， 
其 中 天 E UG), 刚 y 二 入 十 贡 一 各, 因为 Ur) 是 tt 的 名 
城 , 故 已 = 丰 十 (1 一 Ac 是 yy 的 领域. 由 于 ES U(x!) 
CSS 是 凸 集 ,因此 得 知 刀 和 ,从 而 了 Elints. 

2) 与 (1) 的 证 明 类 似 , 由 定义 1,2.2 的 (2) 可 证 明 . 1 

定理 1.2.6 设 $C 名 ”是 西 集 . 

(C1) intS 是 凸 集 ， 

(2) ris 是 凸 集 . 

《3 clS 是 山 集 . 

证 明 人 0) 车 ints 二 作 ， 则 intS 是 凸 的 . 设 in 天 好, 任 取 
TintS nts cS x ntS， 由 定理 1.3.5 的 
C1), 有 (xi, |] E intS, 或 按 11.2.1) 知 ,对 任意 的 4E (0; ]) 有 
Ax! 十 (一 加 万 int5S, 据 此 ,由 定义 1.1.1 便 知 ints 是 凸 的 ， 

(2) 若 ris 一 好 , 则 ri5 是 西 的 . 讶 ris 关 全 , 任 取 ,x EE 
riS; 风 x ErisCclS, x €ris, 由 定理 1.2.5 的 (2), 类 似 于 (1) 
的 证 明 可 得 证 . 

(3) 任 取 x,，x*EclS 和 任意 的 AE (0, 1), 考 呀 y= 二 x 十 
[1 一 入 x? 的 邻 域 UGy). 由 于 集 值 瑞 射 开 有 X 有 人 2 CE 
rs Ar' 十 (1 一 4)x: 是 连续 的 ,上 故 存在 x* 的 邻 域 UCr 和光 的 
邻 域 Cr ,使 让 Tx 二 (一 人 GCCUGD. 男 外 ;从 ,x EE 
clS 站 存在 四 EVD 门下 后 Tt 门 3, 于 是 存在 

M+ AE TATExDY + C1 oo UE)IN Ss 

CO hs. 
因为 VC 六 SS 天 好, 所 以 了 后 cls. 0 
定理 1.2.7 设 5C 沟 是 凸 集 . 
Cl) els = celeels) = eltri). 


C2) ris = riCcls) 一 ritris), 
(C3) rhs = rbicld) = rhiris). 


+ 18 。 第 1 章 凸 集 

CA atfs 一 站 上 Ce) = afflris). 

证 明 由 定义 1.2.2, 利 用 定理 1.2.5 可 以 推 证 .[ 

定理 1.2.8 没 SC 党 是 凸 集 . 

(1) 若 intSs 关 2@, 则 intSs = 5S’, cls = 9". 

(2) 苦 ris 关 名 , 刚 riS = S57", clS 一 人， 

证 明 QQ) 先 让 inte 二 5'. 由 注 1.2.2 有 int3 所 全 以 下 证 
SintS, 为 此 , 任 取 xXES, 设 0vE intS, 刚 丫 在 y 使 x EE (yp， 
V7) 已， 占 了 EE cs, 由 定理 1.2.5 的 人) 知人 yy wv)Cint$， 国 汶 x 
E (ty, v ), 于 是 得 到 > € intS， 

以 下 证 cls 一 3*, 由 注 1.2,2, 有 SCCclS, 为 证 els 已, 作 
卢 *zErls, 刘 wEints 由 定理 1.2.5 的 (1) 知 [v ,XxX)CintSs, 从 
而 [vw x) 过, 据 此 ,由 定义 1.2.1 汐 (3) 得 x EE 9" 

(2) 与 1) 的 证 明 类 似 , 由 定义 1. 2,1 和 定义 1.2.2, 利 用 定理 
1.2.5 中 的 (2 可 以 推 证 .[ 

定理 1.2.9 设 SC. 侣 是 开 集 , 则 eeos 是 开 集 . 

证 明 由 有 乱 开 集 , 则 8$ 一 int3. 因为 $CeoS, 上 故 5S 一 int$ 
iptteosy， 由 于 os 是 上 帅 的 ,根据 定理 1.2.6 的 (1) 知 int (coS) 县 
屿 上 华 , 于 是 由 注 1.1.2 有 coSCinti(eoS). 及 显然 有 int(coS) 己 
coS ,因此 ecog 一 jnt (coS9) ,二 cosS 是 开 集 .中 

定义 1.23.3 设 集合 SC 名 ,多 中 所 有 包含 5 的 团 山 集 的 交 
称 次 是 的 闲 凸 包 , 记 作 cos. 

注 1.2.3 由 定义 1.2.3、 定义 1.2.2 的 (3) 和 定理 1.1.7 的 
(1) ,车 5 是 四 集 , 则 eos 一 co05 一 5， 

定理 1.2.10 设 集 合 SC 也 非 空 , 则 5565 = elfcos )， 

证 明 因为 coS 是 包含 5 的 最 小 凸 集 , 而 563S 是 包含 3 的 出 
凸 集 , 圾 co5 广西 S$， 队 而 citco5) 入 05, 反之 ,由 cos 是 包含 9 
的 最 小 闭 凸 集 , 双 有 56SCel(ecoS) ,而 得 知 s65 二 cl(cos). 0 

注 4.24 闭 止 包 并 不 是 闭 集 的 凸 包 . 事实 上 , 闭 集 的 西 包 可 
以 不 旦 闭 集 . 而 定理 1. 2. 10 表明 , 闭 凸 包 与 凸 包 的 闭 包 基 相 问 的 . 

最 后 ,给 出 线性 拓扑 空间 中 严格 凸 集 的 概念 . 


EE ar ar 
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定义 I.2.4 设 集合 5C 避 .着 对 任意 的 4E (0, 1) 有 
Ax! 二 《1 一 人 和 nt Yi XES, XA， 


则 称 S 是 5 人- 中 的 ) 严 区 西 集 , 或 集 人 台 3 是 严格 三 前 . 
法 1.2.5 内定 几 1.2.4 和 定义 1.1.1 易 知 , 若 S$S 是 严 梅 凸 
集 , 岂 S 星 然 也 是 凸 哩 ,但 反之 不 然 . 


§ 1.3 四 集 分 离 定 理 


这 一 节 讨论 在 线性 空间 各 线性 拓扑 空间 中 两 个 凸 集 被 超 平面 
分 离 的 问题 . 本 节 中 介绍 的 凸 集 分 离 定理 是 凸 分 煌 和 非 光 滑 分 本 
的 重要 分 析 工 具 . 

先 介 绍 几 个 有 关 的 概念 和 引 理 ， 

设 > 是 线性 空间 , 儿 区 和 是 一 线性 子 空 间 . 车 存 在 v 和 
YAe“, 使 得 


则 称 经 只 有余 维 数 1. 

定义 1.3.f 设 信 CC% 是 具有 余 维 数 1 的 线性 子 空间 ,5 EE 
3， 则 称 仿 射 集 吾 一 将 十 b 是 学 中 的 超 平 面 . 

设 Y“ 是 "的 对 侦 空 间 , 即 它 是 学 上 线性 汉 耳 全体 构 成 的 
空间 . (x' ,x#) 表 示 泛 函 x € YY 在 点 xEY 处 的 值 . 

引 理 1.3.1 疫 集合 吾 CY 非 空 , 则 五 是 超 平面 当 且 仅 当 存 
在 非 零 实 线 性 汉 艾 x" EY “和 实数 8ERR, 使 得 

HH {xE€EY | ,x)= #8}, (C1. 3.1) 

证 明 ”充分 性 . 设 存在 x* EE"MO) 和 BER 使 得 (1.3.1) 
成 立 , 因为 * 是 实 线性 证 丽 , 所 以 名 = {xEY |tx' ,二 0) 是 
x 中 的 线性 子 空间 . 又 x* 是 实 线 性 泛 函 , 故 存 在 E 使 人， 
v) 一 1. 于 是 , 对 任意 的 x*E% 有 (x' ,XT 一 AX" ;XIU) 二 (xX"， 


Hp TL dH 


" 29， 第 1 章 凸 娄 
zy》 一 《一 站 因而 一 人 zymEc. 据 此 有 YEc 十 
tr 0, 故 字 所 玫 十 如 .另外 ,显然 有 绎 十 ReCx ,因此 
得 > = 一 笃 十 Ro .用 于 综 是 具有 余 维 数 1] 的 线性 子 空 间 , 所 以 由 
定 必 1.3.1 庆 ,五 二 区 十 和 记 是 党 中 的 超 平 商 ， 

必要 性 . 设 五 == 名 十 上 是 中 的 超 平面 ,其 中 毕 导 YY 是 县 
有 余 维 歼 1 的 仇 性 于 空间 ,bb EE XY 取 vE 和 \s, 则 对 任 一 x 
XY 有 x=a 十 如 ,其 中 a EE ,AER, 设 x' EY*\M0O), 令 
‘#1 当时 (x' ,xX) 二 0. 再 令 
8 二 <x”,， by, 则 显然 有 


Ho +bC{xeEY |tx, x = 8). 


另外 ,可 以 证 明 ‘x EY lt ,XxX) 二 BCH, 因此 得 到 五 二 
(x EY |(r', x) = 8). | 

引 理 1.3.2 设 T, 了 性 % 是 非 空 凹 集 , TT 站 TT 一 名 ,TI 
UT 一 .车 寺 一 TI 人 门 TTi, 并且 吾 取 祁 , 则 吾 是 一 超 六 面 . 

证 明 设 产 E 五 ,因为 玫 =( 末 一 问 十 天 ,由 定理 1.2.3 的 
(3) 知 五 = 全 站 开 是 仿 射 集 . 玉 此 ,只 要 证 明 线性 子 空间 五 一 8 
其 有 余 维 数 1, 由 定义 1.3.1 即 得 五 是 一 超 平面 . 

设 上 儿 昌 = 二 Ti 人 门人, 杠 据 定理 1.2.3 的 (1 可 知 , 知 器 名 了 3， 
刚 5 ET; 若 bETi, 则 Bb € Ts, 于 是 有 5 € TU 4%. 不 妨 设 引 
E 1 则 有 2 一 六 区 如 5 否则 ,将 有 玫 E 五 ,这 与 已 设 于 盾 ) ,因此 
2h - Bb E14 UT 用 反 证 法 可 得 2h 一 起 锯 太 5 因为 符 瑟 一 下 挟 
1" 出 5E Ti 和 7' 是 是 的 , 则 有 月 E Ti, 导致 巴 盾 ), 从 而 知 2 一 
bp EE Ti 现在 什 取 x , 若 x 十 RE 二 则 [十 站， 2 一 ) 门 
瑟 产 效 , 故 存在 vE 太 和 AE (0, 1 使 

vO AC 二 +h) 二 (1 -A (2 -~ b), 
由 此 ,我 们 有 


1 
xz 一 | 支 一 十 @@ 一 和 十 记 四 一 从 


$1.3 凸 此 分 离 定 理 -21 
知 庆 十 正和 了 则 [x 十 到 ,四 ) 们 地 关 名 , 琢 存 在 Vv 日 和 EE 
(0，1 使 
mm 一 上 十 十 下 1 十 【1L 一 4 和 ， 
从 而 


xz 一 人 1 一审 旬 一 已 十 计 @ 一 且 


综合 以 上 讨论 ,对 任意 的 xEY, 总 存在 3E 一 kh 和 gER 使 得 
=A CH ht Rb — A). 


据 此 ,得 到 关 一斑 一 大 十 民企 一 和 ， 这 玫 明 线性 子 室 间 吾 一 大 具 
有 余 维 数 1. 于 是 引 理 得 证 . 

引 理 1.3.3 设 5 ,SC 斑 %Y 是 贞洁 .车 3 门 9 二 2, 则 窑 在 
册 集 TT, C 2 便 得 3 CI，S CT 并 且 人 站 了 = 名 ， 
T,UT,=Y,. 

证 明 设 户 , QC% 是 凸 集 . 作 集 合 


A = {PC xY SETP, SCQ,PTNQ= ), 


并 且 定 义 .4 中 的 序 关系 二 如 下 
(CP， QU SPs, Qi) 3 局 CPPQCG: 

由 于 -A 的 每 一 全 序 子 集 {(Ps， Qi 在 -中 都 有 一 个 上 上 界 , 即 

UPs, YQs| ,并 具 显 然 有 51 CUPs, Ss CQs, 因而 根据 Zorn 


引 理 捉 : 天 必 有 极 太 元 (Ts 72);y 并 自 SSiC 了 ,5; 守 Ts, 了 站 
T, = 2, 现在 再 证 有 明 有 1 U T= YY. 事实 上 ,假若 了 U Ta 天 
> , 则 存在 x 人世 祁 有 世人 U 了 .于 是 ,由 了 门 T = 三 放 可 以 推 
逢 eoffzy TD) 人 门 T; 二 六 或 cod{x}y UT2) 人 门 7 地 . 不妨 设 
有 coldfx}y UD) 人 Ti 一, 记 T 二 co(x}y UT 则 大 是 加 
集 , 由 5 已 灾 站 和 5 所 了 得 知 (TIC- 有 ,这 表明 (7 
T) 不 是 被 大 元 ,导致 与 已 知 记 让.1 
设 有 超 平 面 (1. 3. 1) ,我 们 称 集合 


* 32 ， 第 1 间 由 集 

一 人 人 有 
和 

人 or 


是 由 起 于 而 三 定 上 用 半 室 问 ; 称 集合 


五 "一 人 后 yy< | 
和 
I {x€ESY (x, XB) 


是 出 起 平西 五 确定 拘 开 半空 间 . 显然 ,上 述 4 个 半空 间 构 成 两 组 
耳 补 的 哲 集 , 即 
=, HNAH,= 2, 
Hm=Y, NH 
F 面 讨论 两 个 集合 被 超 平面 分 离 的 问题 ， 
定义 3.3.2 设 集合 5,,， SsCY 非 空 . 
C7 车 在 在 超 和 平面 于 仁 闻 使 S55 和 S$; 守 ,有 即 相 在 
XEY 和 NN 有 EER 使 
EK YE EN, YE SN, 
1. 3.2) 


则 称 集 合 S, 和 5; 被 起 平面 五 分离, 或 五 分 离 S 入. 个 髓 有 
Si US 人 万 ,出 称 开 正常 分 离 3 和 3 否则 , 称 召 非 正常 分 离 
和 访 ;， 
(C2) 苦 基 在 郝 乎 面 HC 本 SI 和 4 于 或 9 忆 
HH" 和 和 5 存在 x "\M9) 和 8ER 使 
{x ER Yr EE Si YX EE SV,. 
(1. 3, 3) 


$1,3 钙 介 分 元 定理 * 23. 
《和 
《1. 3, 4) 


则 称 集 全 SS 和 5, 被 超 平面 在 严格 分 禹 ,或 品 严格 分 离 5， 
HS,. 
(3) 共存 在 六 二 "MO} 和 BE 民 , 使 


Sup (x) inf C1.3.5) 
则 称 集 合 5S, 和 5S, 被 超 平面 如 强 分 离 ,或 如 强 分 离 $S, 和 和 5，. 

注 1.3.1 显然 , 若 超 平面 五 强 分 离 集合 Si 和 5S;, 风 它 必 严 
格 分 离 S 和 Sa;: 帮 五 严格 分 离 3 和 533. 则 它 分 离 3 和 5;; 友 之 
不 然 . 

图 1. 3. 1 依次 是 正常 分 离 , 非 正常 分 离 , 严 格 分 离 和 强 分 离 的 
情况 . 


下 和 面 我 们 给 出 线性 空间 光 中 的 几 个 西 集 分 离 定 理 ， 

定理 1.3.4 说 SS .393;Co 是 巧 僻 , Sj 关 他 1 人 了 于 届 ,开导 
SM Si= gg. 

(1) 存在 超 平 面 fC 站 正常 分 离 9 和 5S;. 

(2) 存在 超 平 面 五 Cr 严格 分 离 $ 和 S53. 

证 明 (1) 因为 5 是 凸 的 ,由 定理 12.2 的 (0),; 则 Sz 是 站 
的 . 区 册 号, 是 凸 的 入 1 站 55 二 避 , 根据 引 理 1.3.3 可 知 ,存在 凸 
集 T1 ,TC 使 CT SiCT, 并 有 TNM7T= 名 ,TIU1: 
= YY 从 Si 和 Ss 是 非 空 呈 集 可 知 T, 和 TT; 是 菲 空 凸 集 , 于 是 由 


" 24. 第 1 章 凸 宗 
定理 1. 2. 3 的 (1) 得 

TN T= . (1. 3. 6) 
男 外 ,由 SCT, 有 (S37 入 TT 从 定 交 1.2.1 的 {1} 和 定理 1.2.1 
的 C1) 可 推 知 (557 二 532, 圾 352 CT 因此 ,由 (1.3.6) 我 们 有 

Ti 13: = 名. (1. 3. 7) 
设 于 二 23 门 T3, 因为 52 关 他 ，, 故 存在 YE Si 守 ,由 (1.3.7) 


知 y 下 TI. 于 是 有 y 半 玉 站 Ti 二 可; 从 春玉 六 . 据 此 ,由 引 理 
1. 3.2 得 知 吕 是 一 超 平 面 . 再 由 引 理 1. 3. 1, 可 设 


末 一 八代 ok 一 月 |， (1. 3. 8) 


其 中 x EN BER 因为 据 (1. 3.7) 有 
HN Si=TN TN Se， (1. 3. 9) 


所 以 对 任意 和 的 *E 3;, 由 (1.3.8) 有 (x'，X) 并 B. 不 妨 设 存 在 vw 
5 使 (x* ,vwv) 半 2, 我们 证 明 


x x YR EE 9,, C1. 3. 10) 


事实 上 ;反之 , 若 很 设 存在 某 于 EE 5;, 使 (x" ,车 ;之 BB, 则 因 x* 是 
线性 斌 函 , 帮 存在 zE fv, 下), 使 x" ,%) 二 ,从 而 zx 万 右 . 另 
外 .从 mpESy 和 亚 E3S CS 由 定理 1.2.1 的 (1 有 [Lo , 环 )C 王 Sa， 
故 z EE 5S;, 于 是 ,再 由 z € 五 得 知 存在 z 扣 五 门 3 ,这 导致 与 
(1. 3. 9) 政 盾 . 以 下 再 证 明 有 

(x Ep YAREDS,. 《1.3. 11) 


仍 用 反 证 法 ,假设 存在 如 所 Si 使 人 让) 总 从 ESC 
和 vvE 外 王 Ti, 由 定理 1.2.3 的 () 可 知 存 在 z' EE [x ,v) 站 i， 
依据 (1. 3.8) 邑 有 zz' 万 [yw) 使 x" ,xz ?二 .但 已 知 (x' ,让 》 
>B 和 (xv > 并且 T EE [DV ); 因此 (x*，2 之 BB 而 
这 与 (x' ,zz') = 二 8 相 齐 盾 . 由 (1. 3.10) 和 和 (1. 3,11) 得 (1, 3. 2)， 故 


31.3 凸 集 分 离 定 理 1 1285: 
按 定 多 1.3.2 的 届 ) 知 吾 分 离 5S 和 Ss. 及 由 (1,3,3 拉 知人 入 太 ， 
所 以 五 正常 分 离 S 和 5;. 
《2) 从 (1.3.9) 和 (1.3.8)7 可 知 
‘XX EP YrE S,. 
再 由 (1. 3. 10) 我 们 有 
《人 
于 是 ,注意 到 51.3.11), 由 定义 1.3.2 的 (2) 即 知 瑟 严格 分 离 51 
和 和 S3. 中 
定理 1.3,5 设 Si, 5S; 性 % 是 凸 集 , ST 关 襄 ,57 隆信 并且 
SS7 [S72 = 2. 
C1) 存在 超 平 而 五 筷 2 分 离 S, 和 5S，. 
(2) 存在 超 平面 CY 严格 分 离 3 和 SF 或 S77 和 9:. 
中 的 忆 ) 知 S$ 是 西 的 . 据 此 ,由 定义 1.2.1 的 (2) 和 定理 1.2.1 的 
[27 可 以 推 知 
S57 = (0, — SY = SY — ST. 
于 屋 . 由 S77 门 Ss 一 好 得 
Es". (1. 3. 12) 


(1) 设 gaffS， 由 定 庆 1.1.6 和 定义 1.1.3 可 知 ; 存 在 Z 世 从 
和 z 人 lingte 一 3) 使 
affs = z, 十 links — 3). (1. 3. 13) 


因为 lin(S - z) 己 这 是 维 数 不 为 0 的 真 线性 于 空间 , 设 iei}e 十 
linCS 一 这 ) 的 Hamel 基 中 9, 则 {zo0} U {ejier 可 扩充 为 字 的 基 , 记 
作 {zo} U (fe,)jes( 往 J), 由 于 任何 z 和 2 AN\10) 都 可 由 实数 组 
{tz 20)) UU {zz' eye 了 瞧 一 确定 ,所 以 存在 xz EE€ YY*\{0}， 
使 


-2 第 1 章 号 集 
中 一 工 C1,3.]4} 


和 
‘Xe =0.1EIC. (1. 3.15) 


及 因为 任意 的 z EE jin(S 一 z) 是 {fe);e 4 的 线性 组 合 , 政 由 (1. 3.15) 
得 
‘x Oo YElints — §), (1.3.16) 


共和 ,3.13) 可 知 , 对 任意 的 YESscCats, 存 在 z € lintS -.z) 使 
二 一 z 十 2 帮 由 (1.3.14) 和 (1.3.16) 知 
《 区 一 《本 Zoo 十 《了 Fa -一 1. 
因为 S$ 一 SS;, 一 Siy 令 T 二 让 一 ,XESS AES 由 xE5 的 
任意 性 .从 直 式 有 tx' ,XxX 一 XX) 二 1, 或 
(于 YE Sd,, YX 全 和， 


念 昌 一 sup (x ,xX' 十 六 ， 则 得 到 


TES) 


《人 
C1]. 3,17) 


外 此 ,根据 定义 1.3,2 的 (1), 结 论 成 立 ， 

设 信和 affS， 这 时 一 afi == linS 是 学 的 线性 半空 间 , 并 
且 由 定 尖 1.2.1 的 (和 (2) 知 5S* 即 5 在 字 ,。 上 的 代数 内 部 . 因 
此 ,由 (43.127 和 注 1.2.1, 利 用 定理 1.3.4 的 (1) 得 知 , 存 在 超 
平面 分 离 {9 } 和 改 , 咒 存在 xi 世 字 ?M01} 和 户 所 上 使 得 


0 YryES,. 
将 x? 延 折 到 整个 空间 , 则 存在 六 和 YA 有 
Ox YEN 

舍 一 并 一 1， 从 上 式 得 到 


§$ 1.3 上 西 梨 分 亢 定 理 "27. 
TE Vx ES YX EE 9,. 
取 六 = SUP tk ， x 》,， 由 定 放 1.3.2 的 (1) 即 得 知 吾 分 离 5 
FE 
和 .9。. 
(2) 设 区 affS， 由 (i.3.17) 和 ST7 CS S52 CS 按 定 义 
1. 3.2 中 的 (2) 知 结论 成 立 . 


设 #8 € affs. 与 (1) 中 的 证 明 相 辣 , 由 (1.3.1?2) 利 用 定理 
1. 3. 4 中 的 (2) 得 向, 存在 好 FT 和 有 忆捷 只 使 得 


由 < 
将 xz 延 折 到 整个 空间 , 则 存在 三 和 交 AIG 有 
Op x Oo VES", 
售 了 二 玉 一 EA 人 S57 = 57 一 57 和 上 式 ,有 
人 (1. 3. 18) 
服 育 二 sup Cx, x， 让 二 inf tx'， x?)， 则 有 
#1 ES ES 
《人 
若 闻 二 六 , 则 
(人 
《1.3. 19) 
若 及 = 六, 则 不 存在 如 和 EST 和 形 所 33 使 
(x ,X= = = (rT) 
否则 ,与 (1.3.18) 相 诈 盾 .因此 得 知 或 者 有 (1. 3.19), 或 者 有 
人 


干 是 ;由 定义 1.3,2 的 (2} 即 得 如 严格 分 离 S, 和 SS? 或 ST 和 .5 [ 
注 1.3.2 因为 SiCS, SF?CSs 所 以 和 在 定理 1. 3.5 的 条 件 
下 ,由 定理 1. 3.5 的 (2) 还 可 推 知 存在 超 平面 玉 C%Y 严格 分 离 SI 


+ 3283， 第 1 章 凸 和 集 
和 S32, 

定理 1.3.6 设 和 集合 51,， SsCY 非 空 .车 Si 一 S$; 是 凸 集 , (5, 
一 省 和 天 妇 , 并 且 有 和 4 1 一 Ss)*, 出 存在 超 平面 吾 CY 强 分 离 
1 利 总 ， 

证 明 令 S=S. 一 Ssy 则 S* 冯 名 057. 

设 8 全 afis, 由 定理 1. 3;5 的 证 明 可 知 , 存 在 x* EY*\{0} 使 

Cx 1 Vx ES, Yr ES,. 


由 此 ;, 按 定义 1. 3.2 的 (3) 可 以 推 知 结论 成 立 . 

设 0E affS. 取 v ES", 因为 0S", 则 存在 5 EH,，v) 使 
[vv CS [OD) Ed, 上 故 有 5 ES". 据 此 , 视 { 为 单 点 山 集 ， 
又 尖 SS 是 凸 的 , 申 定 理 1.2.2 的 (2? 知 3 是 目的 .于 是 由 定理 
1.3.5 的 (2? 知 存在 5 后 YNO+ 使 


《3 
从 而 得 
suUpex' ,DV) A (FX ,VY). 1. 3.20) 
tr 三 鸟 
由 于 名 C8. v7) 则 在 在 AE€ 00, 1) 使 二 加 ,又 由 ES", 攻 
XA, Vv 


从 而 有 ix" ,vy 三 0 和 tx*，V) 之 0, 根据 (i.3.20), 则 得 


supr" 下 < 由 仿 二 S51 一人, 今 几 一 如 一生 xX! 全 站 |， xX 三 
是 眉 半 


.我 们 有 
sub (x, Xi — XY 0 
eh 

因而 得 到 


sup ‘XX < inf {xX* ,x ), 
据 此 ,由 定义 1.3.2 中 的 63)? 得 知 结论 成 立 , 
以 下 介绍 线性 拓扑 空间 名 中 的 凸 集 分 离 定理 . 
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说 受 "是 : 芝 的 对 偶 空 间 , 即 受 “是 绝 上 连续 线性 泛 薄 全 

体 构 成 的 空间 . 记 (x" ,表示 连续 线性 汉 孙 x” E€ .名 在 点 工 乓 

党 处 的 值 .可 以 证 明 , 当 x” EE 绍 "M0) 和 ER 时 ,名 中 由 连 
续 线 性 泛 函 确定 的 起 平面 


H= {+E Ir, y=) 


是 闭 集 "1 这 时 , 互 尽 .党 中 的 闭 超 平面 . 

定理 1.3.7 设 $S,, SS; 二. 骂 是 上古 集 , 5 关 训 ,intS, 关 人 名 ,并 
且 S) 门 ints, = 2. 

(1) 存在 闭 超 平面 HC 人 B 正常 分 离 S, 和 5，. 

(2) 看 症 著 超 平面 互 忆 .家 严格 分 离 S$ 和 intsSy， 

证 明 由 intS, 天 好 和 定理 1.2.8 的 (1) 有 ints: = Sz. 注意 
到 由 .有 上 的 连续 线性 泛 孙 确定 的 超 平面 是 闭 的 ,利用 定理 1. 3.4 
即 可 得 到 结论 .1 

定理 138 设 : 涵 是 局 部 凸 线性 拓扑 空间 ,3 ，S: 扎 肥 是 
凸 混 ,ri 夭 讽 ， ri 天 网， 并且 ris 站 ts 一 人 3. 

(1) 存在 闭 超 平 面 五 人 3 分离 3 和 5;. 

(2) 存在 闭 起 平面 五 忆 . 有 -严格 分 离 riS; 和 riS;. 

证 明 由 zc 天 好 和 rs: 天 好 ,根据 定理 1.2,.8 的 (2), 我 们 
有 risi 二 ST 和 riS, 二 S$. 于 是 ,由 定理 1.3.5 和 注 1. 3.2, 广 意 到 
这 时 超 平面 是 闭 的 即 得 结论 .中 

定理 1.3.9 设 宛 是 分 离 局 部 凸 线 性 拓扑 空间 ,所 党 是 
紧 凸 集 ,5; 呈 襄 是 闭 凸 集 . 若 8 门 5; 一 他, 则 存在 团 超 平面 强 分 
离 S, 和 S:. 

证 明 因为 $1 一 S$; 是 闭 山 集 , 而 O05, 一 5,， 从 而 存在 是 等 
邻 域 ,使 得 U 们 (5, 一 5$,) 一 好 . 由 此 ,根据 文献 L25j] 的 定理 
3.2. 10 即 可 得 证 . 

定理 1.3.10 设 $， 3: 二 有 是 开 凸 集 , S1 关 铅 ，93: 天 包 . 
若 S 门 S: = 好, 则 存在 闭 超 平面 严格 分 离 S$; 和 S:- 

证 明 因 性， 是 开 凸 集 , 故 int$; 一 D2, 由 屿 ;天 倍 ，intsz 一 


re pe We rp i 
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关 作 村 人 int5; 二 51 门 $; 二 说, 根据 定理 1.3.7 的 (2) 可 得 结 
论 .8 

最 后 ,利用 屿 集 分 离 定 理 , 阐 述 凸 和 集 在 一 点 人 被 超 平面 支撑 以 
及 财 凸 理由 它 的 支撑 函数 表示 的 问题 . 

定 必 1.3.3 设 集 台 SCY 非 空 ,点 如 反 全 五所 区 是 超 平 
面 . 荐 和 如 乓 五 ,并 有 3 二 五 4 或 五 , 则 称 五 是 集合 3 在 点 zx 处 
的 支 皖 超 平面 ,或 称 五 在 点 x" 处 支撑 5S,x" 称 为 支撑 点 . 再 若 有 
SH: 则 称 召 在 点 x 处 正常 ( 非 平 凡 ) 支 撑 S; 阁 有 人 SC 再; 则 你 
吾 在 点 所 处 奇异 5 下凡 ) 葡 返 人. 

图 1.3.2 的 (ta) 季 ) 分 别 是 正常 支撑 和 奇 异 文 撑 的 情况 . 


In) ‘ty 


推论 1.3.11 没 人 SC 是 凸 集 , S" 关 他 , 则 对 任意 的 x* EE 
SS 存 音 超 平 而 五 二 , 它 在 点 x? 媒 正 常 支撑 态 . 

证 明 设 S = :xr ,5S; 二 5, 由 定理 的 条 件 有 有 37 人 52 人 
tx} 位 S* 一 儿 3. 于 是 ,利用 定 埋 1.3.5 的 (1) 得 知 存在 超 平 面 寺 
CY 分 离 {x" 和 全, 注意 到 {1z 是 单 点 集 , 则 有 妆 和 互 , 又 天 
名, 胡 SE 因此 ,由 定 尖 1.3,3 即 得 结论 .1 

推论 13.12 设 SC. 池 是 凸 集 , int 关 记 , 则 对 任意 的 点 
x” E rhs, 存在 闭 赵 壮 面 五 所 .党 , 它 在 点 如 处 正常 支撑 5. 

证 明 与 推论 1.3. 11 的 证 明 类 似 , 利 用 定理 1.3.7 的 (1) 可 
得 证 .4 

定义 1.3.4 设 和 集合 SC%Y 非 空 ,并 且 S" 关 名, 记 


~ id 
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Tet Oo supx | Xs KEY, 
下 柱 虚 


则 称 a;: “ 一 起 山 !( 二 2) 性 集 侣 9 的 支撑 函数 ， 
定理 1.3.13 设 集 合 9 守 县 非 空 ,nS 了 人 Oo: 人 一 
尺 U 1 十 o0} 是 集合 5 的 支撑 痛 数 , 则 
OS = {XE | Xx YE 
{1. 3.21) 
证 曲 记 4. 3.21) 丰 端的 集合 为 口 , 先 证 c65CD. 不 难 验 证 
六 是 财 集 , 破 据 定理 二 .2.10, 由 于 6s 二 cltceoS),， 内 需 证 明 cas 
CC 六 到 可. 为 此 , 任 取 Ecos, 由 定理 工 1.8 知 存在 正 整 数 台 ,有 


中 


r= > Ar， 其 中 心 E S40 天 
六 是 的 支撑 函数 ,由 定 交 1.3.4 有 
{x SUP Cx” sf 
据 此 ,得 知 四 
《一 Cx , Siar y= Vr: ,XY 
一 二 


bi 


SE DAG) = os(x') DA = oslx"), 


“一 1 


从 而 .re 门 . 
以 下 证 DPC55s. 用 上 反 证 法 ,假设 存在 XE D,; 但 多 565， 则 从 
前 者 有 有 
Cx", Eo Yr EHN', (1. 3. 22) 
而 从 后 者 (由 于 ris 关 葬 ) 得 riCc5s 一 倒 )) 关 闻 和 9d(eos 一 
{ 过 .因此 ,由 定理 1.3.9 的 人 1) 得 知 ,存在 财 超 平面 强 分 离 5cs 和 
{} , 按 定 关 1. 3.2 的 (3) 也 即 存在 七 有 9) 使 


Sup (xX , XY < XR ,TE), 
I 下 FS 


.ar pe— ers 
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由 定 关 1. 3.4 和 上 式 得 


Cs") 一 SB 不 < sup A 和 x» < 4 和 Ei! 
在 工 记 CD 


这 导 狼 与 (1. 3. 22) 了 矛盾 .[ 
注 1.3.3 若 SC 纪 " 是 闭 古 集 , intS 关 如 ,由 定理 1.3.13 有 


S—= {xX€ |X E(x YX E.R }. 


这 表明 任 - -内 部 为 非 空 的 财 吓 集 均 可 由 它 的 文 撑 函 数 来 表示 ， 
对 于 所 鹤 考虑 超 平面 


H= {XER x, x) = 0x")), (1. 3. 23) 


设 有 点 x .党 使 Cx 二 oslx') 则 襄 扎 瑟 . 从 (1. 3.21) 和 和 
(1. 3.23} 可 知 5S 计 503 CHS. 因此 ,由 定义 1.3.3 得 知 (1. 3.23) 
就 是 集合 5S 在 点 x 处 的 支撑 超 平 面 . 
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矶 先 和 它 的 对 侦 欠 是 两 类 特殊 的 廿 集 . 它们 是 凸 分 析 和 非 光 
洪 分 析 研 究 中 的 重要 概念 和 工具 . 
先 熙 绍 线性 空间 学 中 的 凸 锥 ,并 讨论 它 的 有 关 性 质 . 
定义 1.4.1 设 集 人 台 反 Co 若 对 任意 的 4 盖 0, 有 
ArCKkK YrxrEtK, 


则 称 六 是 (2 中 的 } 馆 .车 0€ 天 则 称 尺 是 有 和 锋 锥 ,否则 , 称 下 
是 无 锋 锥 . 
我 们 约定 : 空 集 是 狼 ， 
定义 1.4.2 设 天 CCY 是 锥 ， 
《1) 若 对 任意 的 xEK\M0), 有 一 x 多 到, 则 称 天 是 业 锥 . 
《2) 蔡 下 是 闭 集 , 则 称 下 是 闵 锥 ， 
(3) 若 天 是 凸 集 , 则 称 天 是 凸 锥 ， 
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例 1.4.4 以 下 集合 是 相 度 空间 审 的 凸 维 . 
Euciid 空间 户 中 的 非 负 入 : 


R 一 人 xx 
是 R" 中 的 有 锋 尖 闭 凸 锥 : 正 锥 : 
inR" = (x€ER'|Ir>0) 
是 R" 中 的 无 锋 尖 上 同色 . 
Banach 空间 :汉中 过 地 点 的 超 平 面 : 
Hlx',0)= {xE | ,r= 0,x € B00} 
是 究 中 的 有 锋 闭 凸 锥 ,其 中 另 " 是 另 的 对 眉 罕 间 ， 
线性 空间 中 这 诛 点 的 开 半 空间 的 区; 
K= {xEY | nO EMOiET) 


是 关中 的 无 锋 丁 锥 (其 中 了 是 任意 指标 集 )， 
定理 14.1 设 梨 合 天 记 和 六. 玉 是 上 四 锥 当 且 仅 当 对 任意 的 4， 


上 产 0， 有 
ix A ER Yr,x EEK. {1. 4.1» 
证 明 ”必要 性 . 县 天 是 凸 锥 , 则 它 是 凸 集 . 于 是, 由 定义 1.1.1 
可 条 ,对 任意 的 4，r>D ,因为 4 二 E 0，1)， 我 们 看 


和 A ~- a 1 2 
一 一 一 六 ! 十 kK 。 K. 
3 py 2 七 YX ,x 七 


由 于 天 是 锥 , 故 根 据 定义 ].4.1 得 


Ax' 十 pk 二 Ce 十 Tt ER Yr x 大. 


充分 性 . 在 《1.4.1) 中 取 妆 二 束 , 则 对 任意 的 2 十 上 六 0;， 有 (A 
十 Dx' EE 民 . 因此 ,由 定义 1.4.1 知 下 是 锥 , 取 4 十 &= 二 1, 由 4 
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AD0 我 们 有 44 1) ,并 且 
4 十 1 一 AN 人 展开 

于 是 ,接应 义 1.1.1 可 知 天 是 凸 集 ,再 据 定义 1.4.2 的 (3) 合 得 六 
是 喇 锥 . ] 

定理 1.4.2 设 关 己 光 是 凸 锥 , 则 慌 十 民愤 玉 . 

证 明 人 设 xE€ 天 十 太 , 则 存在 x!'， x: 七 司 x 一 x! 一 x， 因 
为 天 量 让 办, 邦 由 定 埋 1.4.1 妈 往 x 二 x 十 XE KK. 人 

定理 14.3 流 太 ,二 (二 1 中 ,m) 是 上 汕 能. 


Q1) 门 K, 是 凸 锥 ， 

(2) 、 "五 , 尾 凸 锥 ， 

证 明 《1) 任 取 x ,x ENK, 则 tx EK 1 
4X). 国光 天, 二 1 m) 是 上 山 维 ,由 定理 1.4.1 知 ,对 任意 的 1， 

MY 二 Ax EK i=1],',m, 

从 而 Ar 十 px ENK., 青 据 定 理 1, 4, 1, 即 知 AN KK, 是 凸 锥 ， 

(C2) 任 取 =， 全 ZK 则 存在 六， 外 所 下 ,他 一】1， "Ts my), 
入 x 一 > ,XC 二 =- Dy 国 汶 下; 一 1 4} 是 山 锥 ,出 定理 
1.4. 】 知 ， 对 任意 的 和， jo0, 有 


A AE Ki ol ,mm, 
据 此 ,我 们 推 知 


i r=1 


再 由 定理 1, 4. 1 即 得 2 KK; 是 凸 锥 .中 
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定理 1.4.4 设 Y 是 线性 空间 ,下 ,CC 和 大 ;CY 都 是 抽 
锥 , 则 天 | X 天 性 YY X oz 是 凸 锥 . 
证 明 由 定理 1.4.1 可 以 推 证 .[ 
定理 1.4.5 设 太 ,天 ;C%Y 是 非 空 凸 锥 , 则 
RK. + K, 一 co(K, U K,). 


证 明 人 先 证 天! 一 天 :于 co( 丽 LU 天) 和 任 到 x EK; 十 到;, 则 
存在 x 后 六 1， Xx EK,, 使 x 二 * 十 让 国 为 下 和 到 ， 是 锥 , 故 有 
2x! EK Wax EK, 从 而 2x, 2x: € KU Ks CeotKk, Uk,). 
由 于 colKK, (J 民 ;) 是 西 集 ,; 因 此 得 


x (2) 十 方 (2x5 E coCK U K,). 


现 证 co(KR, 下,) 往 民 十 Ks. 任 取 关 E cof 天 天 ,因为 
天 | 和 K, 是 山 集 ,由 定理 1.1.9 的 (3) 知 ;存在 4€E[0, 1], 有 和 
AK, 十 (1 一 Ks, 由 此 ,有 EK ,xE Ki 使 x 一 Ax' 十 (1 一 
x， 由 于 下, 和 KK; 是 欠 , 故 Ax! E KR ，(1 一 jx? € KK;, 于 是 得 
到 x EK 二 KK,. 1 

定义 1.43 设 集合 SCY , 则 中 所 有 包含 5 的 有 舌 凸 锥 
的 变 称 为 S 的 锥 包 ( 或 由 5S 生成 的 轧 锥 ), 记 作 cones. 

我 们 约定 : 空 集 的 锥 包 是 空 集 , 

注 1.4.1 由 定义 1.4.3, 集 合 的 锥 包 是 包含 它 的 最 小 凸 锥 加 
上 原点 . 显然 , 若 天 二 2 是 凸 锥 , 则 cone 玉 一 天 LO 7， 

定理 1.4.6 设 集合 SCY’, 则 对 任何 正 整数 zx 有 


coneS—|xEY |x= Dae 0 1 m)， 
i= | 


即 coneS 是 5S 中 向 量 的 有 限 非 负 线性 组 合 构成 的 集合 . 

证 明 由 定义 1.4.3; 利 用 定理 1.4.1 并 注意 coneS 是 包含 
原点 的 , 即 可 推 得 .0 

定理 1.4.7 说 集合 SI，9sCY . 


va 人 
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(17 ceonefgsi 门 3 忆 conesl 门 coneS,, 和 车 3 利 3 是 凸 兴 并 
dES NS Weconets) ($1) = coneS, (| cone®,, 

(2) cone (CS) 十 全 cones) 十 coneS,， 若 #5 门人;， 则 
conetS) 二 53} = coned) 十 cones,. 

证 明 由 定理 1. 4.1 可 以 直接 推 证 .中 

利用 凸 锥 ,我 们 给 出 广义 的 锥 凸 集 和 严格 锥 凸 集 的 概念 , 

定义 144 设 集合 SC 非 空 ,KCY 是 有 锋 凸 锥 . 若 对 任 
意 的 A€ (0, 1), 有 


Ax!l 十 (一 人 XI 蕊 访 十 下 YX XES, 


则 称 5S 是 CY 中 的 ) 天 -了 西 集 ,或 集 台 S 是 天 - 凸 的 . 

设 孕 是 线性 拓扑 空间 ， 

定义 1.4.5 设 集 人 台 S 福 有 非 空 ,KC%Y 是 内 部 非 空 的 凸 
锥 . 若 对 任意 的 AGE (0，1)， 有 


Ax 二 【一 让 和 人 十 int 下 Yl wv， 


则 称号 是 C 它 ”中 的 ) 严格 丘 - 西 全 ,或 集合 3 是 严格 天 -三 的 . 

注 1.4.2 出 定义 1.4.4 和 定义 1.4.5 易 知 ,线性 拓扑 空间 
中 的 严格 天- 止 集 也 是 天- 凸 集 , 但 反之 不 然 . 此 外 ,由 十 文 1.1.1 
和 定义 1.4.4 可 以 得 知 , 对 于 某 节 锥 天 是 天 -四 的 集合 , 它 不 一 是 
是 凸 集 , 而 凸 集 关于 任何 的 有 锋 凸 锥 六 都 是 天 - 凸 的， 

以 下 介绍 线性 拓扑 空间 孚 ”中 的 对 偶 锥 . 

和 各 “是 3 的 对 侦 空 间 , ix",， x) 是 连续 线性 江 函 x EE 
六， 在 点 xE. 尝 处 的 值 . 

定 多 1 和.§ 设 下 入 完 是 由 锥 . 

(1) 集合 


Kr ER" | rEO VrekK} 


称 为 民 的 对 盆 锥 . 
(2) 集合 
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KS= ER | x EO Vx'EK’) 


称 为 KK 的 双 对 偶 锥 ， 
(3) 集合 
Kt= (x'ER" (xr, x)>0 VEEKNO)) 
称 为 KK 的 严格 对 人 惕 锥 ;集合 


天 一 人 和 20 VE 天 


称 为 天 的 负 对 个 锥 . 

注 1.4.3 由 定 儿 1.4.6 的 (1) 和 (2)， 易 知 (K')* 一 K'*， 
因为 (RD) 二 R*, 特别 地 有 (CRY)" 二 RY 和 CRT)’ 一 RY. 从 定 
记 1.4.5 中 的 (1) 和 (3), 则 姑 

KtC EK:*. 
设 下 |, 尺 ; 记 .法 是 山 锥 .车 民 | 导 KK,, 由 定义 1.4.6 的 (1) 和 (3) 还 
不 难 推 知 有 KK2? Cr 和 不 i 忆 天 1 

定理 1.48 设 呈 忆 . 呈 是 凸 锥 , 则 天 "和 天 ”是 有 锋 闭 
吊 锥 . 

证 明 ” 先 证 明天 是 有 匀 闭 号 锥 .首先 ,由 于 对 任意 的 x 七 尺 
有 “8, XxX) 二 0, 核定 多 1.4.6 的 (1) 知 在 和 天 ， 故 由 定义 1.4.1 
得 KK' 是 有 锋 锥 . 其 次 , 设 序列 {x } 了 CK ,XT 一 x- 00), 则 
由 定义 1.4.6 的 (1) ,对 任意 的 xEK 有 

x 0 上 = 1 2,". 


对 上 式 令 Eco, 因为 x EE 当下 信 二 1，2,…*) 是 处 的 连续 消 
阔 ,; 所 以 由 让 一 x* 得 《x*，Xx) 之 0. 由 此 ,根据 定义 1.4.6 的 (1) 
和 zx" EE KK', 于 是 尺 * 是 闭 集 . 最 后 ,为 证 上 "是 凸 锥 ,; 任 取 x 芭 ,x 
EE 下 * ,由 定义 1.4.6 的 (1), 对 任意 的 xEKK 有 (Xx,，X) 之 0 和 
(x x 之 0， 由 于 如 , 旦 捷 甩 又 是 二 处 的 线性 泛 函 , 故 对 任意 
的 1， AD0 有 


"ring pa de rele 
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CI 十 px) = ACE ,Xr KY) 站 


据 此 ,由 定 交 1.4.6 的 (4) 知 2x 十 jer: 下 '，, 租 由 定理 1.4.1 即 
得 天 旦 凸 锥 . 
与 上 面 的 证 明 类 似 , 由 定义 1.4.6 的 (2) 注 童 天 x , 喀 是 
连续 线性 证 图 ,可 得 天 是 有 锋 闭 凸 锥 , 
定理 1 493 设 汉 是 分 离 局 部 止 钱 性 拓扑 空间 ,天 稳 . 有 是 
凸 锥 ， 
CI}K’'" = elk. 
(2) 若 天 是 闭 集 . 则 天 ”一 五 . 
证 明 (1) 什 取 七 下 ,由 定义 1.4.5 的 (1), 对 任意 的 x* 反 
KK' 有 x'， x) 守 0. 于 是 ,再 由 定 久 14.6 的 (C27 知 x EK ,从 
而 天 之 天 . 极 据 定理 ],4.8, 天 "是 闭 集 ,因而 cl 下 科大， 为 
证 下 “CclK, 设 x 人 clK, 则 因 clK 是 闭 山 集 , 故 由 定理 1.3.9 知 
点 x 和 集合 clK 可 强 分 离 . 于 是 , 按 是 羡 1.3.2 的 (3), 存 在 x* 七 
党 舍得 
《人 in{ kx ， 了 》， {1.4.2) 
显然 在 和 所 cI、 网 inf tx" :了 7 二 0; 因而 由 (1.4.2) 得 知 
< {1.4.3) 
全 行 存 在 了 抱 天 和》 使 中 二 了 < 则 有 + 省” 4 7 oO 
人 一 二 从 而 得 inf (x7 ,3 二 一 0， 与 (1 4. 27 相 子午 . 由 
此 ,对 任意 的 YE 天 M80) 有 (x*，y) 袜 D， 于 是 
‘0 YEK, 


按 定 光 1.4. 台 的 位 ) 知 x' 蕊 民 *" ,再 由 (1, 4. 3) 癸 得 x 人 多 "*. 
《2) 由 天 是 佬 集 , 按 定 尽 122 的 (43) 有 天 一 clK. 于 是 ,从 
已 证 得 的 (1) 即 得 结论 .0 
注 1.4.4 设 天 是 分 离 局 部 凸 空间 .有 中 的 是 锥 ,与 定理 
1.4.9 的 证 明 上 类似, 可 以 得 到 (KK-)- = clK. 再 车 下 是 闭 的 , 则 
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定理 1.4.10 设 天 |, 民 ; 必 法 是 凸 锥 ， 

(1) 若 KK CR 则 Ki CKI. 

C0) CE, 4- Keo)" = Kr NM Ki = (kK, UU K,)'. 

(C3) ep 天 ”LU Ki} = Ki + Ks. 

CAY CelK, 门 eIK 7 = eltKk; + Ki;). 

证 明 〈]) 由 定义 1.4.6 的 (1) 直 接 可 得 ， 

(C2) 先 证 《天 十 天 六 一 下 门下 设 x ECKi 十 尺 :)"， 册 
定 交 1].4.5 的 1) 有 


cx x 二 A 0 YX EK, Vx EKk.. 
在 上 式 中 分 别 令 x 和 x 趋 于 608, 则 布 
xx 0 YX EK 
和 
rr XO Yr € kK,. 
由 此 .得 到 x E 友 7 和 x* 蕊 民 7 ,从 而 x* € KY 由 KRz. 因 上 述 
过 程 叮 道 , 歼 得 证 ， 
二 于 Ki 门 K’: —= CK, (UI,}. 设 xX EE 《大 1 LU 天 :7 ， 由 和 定 
六 4. 生 的 器) 有 
(天 
于 呈 得 知 
《站 EK 
和 
《天 
从 而 ”EE 天门 下 ,上述 过 程 也 可 道 , 故 得 证 . 
(C3) 因为 天 | 和 大。 是 凸 锥 ,由 定理 1.4.8 知 , 天 : 和 大 是 线 
性 空间 :汉中 的 非 空 凸 锥 ， 由 此 ,根据 定理 1. 4.5 即 得 结论 . 
(43 由 定理 1.4.9 的 (1), 有 


. 和- 第 1 章 凸 于 
K;* =clK,, Kr' = clK,. 
再 利用 已 证 得 的 (2) 和 定理 1. 4.9 的 (1) ,可 得 
[cl 开门 clK) = (Kr°" MN Ki) = [KY + Kr) 
~— (CK? 二 + K2)"* = el(K? + Ki:). 


定理 14.11 设 六 亡 .2 是 止 锥 ，int 帮 关 儿 ， 

(C1) 车 x* ERK V0, xEintk,WWiir', x 0， 

(2) 若 xXx" EintK',xE Ko}, Mir’, x 0 

证 明 (1) 用 反 证 法 .假设 存在 Xx" EE K"\M0) 和 和 XE intK， 


‘0 (1. 4. 4) 


由 int 玉 题 开 集 和 和 访 int 民 K, 可知 存在 广 的 邻 域 UCX) 所 天, 由 是 
区 1.4.5 的 (IY 有 


(x m0 Vx EK', YrxE€E UC). 
因为 "EE 玉 " 和 81 性 KRK' ,所 以 从 上 式 得 
(FO0 Vx EU). (1.4. 5) 


及 由 让 " 关 自 知 存在 当当 ,有 (I* ,x 沁 0. 取 充 分 小 的 六 
0, 使 x 二 下 一 ex’ UC), 则 由 1. 4.5) 得 


‘0 


于 是 扒 知 《元 ， 六 之 E(x) 0 这 与 (1.4.4) 相 了 矛盾. 
《2》 与 人 1 的 证 明光 似 , 利 用 int 天 "是 开 集 即 可 证 明 .1 


第 2 章 ”是 函数 和 上 同 映 射 


是 请 数 和 凸 遇 射 是 占 分 析 的 主要 研究 对 象 , 其 有 关 理 论 也 是 
非 光滑 分 析 的 童 要 基础 . 

本 合 先 阐述 凸 星 数 的 概念 及 其 基本 性 质 , 然后 讨论 它 的 连续 
性 和 对 侦 性 问题 , 在 论述 了 两 类 广义 意义 下 的 是 销 数 之 后 ,进而 将 
前 数 的 古 性 概念 椎 广 到 映射 点 福 的 情 视 ,介绍 凸 鼎 射 和 厂 疼 凸 
映射 . 


$ 2. 1 凸 函 数 及 有 关 性 质 


我 们 对 取 实 数值 的 函数 和 实 兴 函 统 称 为 实 值 溃 数 .这 一 节 介 
绍 线性 空间 上 具有 凸 性 的 实 值 函数 以 及 它 的 有 关 性 质 ， 

设 > 是 线性 空间 . 

定义 ZL1 设 SCCY 是 非 空 西 集 ,f :5 一 R 是 实 值 函 数 . 

(1) 车 对 任意 的 4E (0, 1) 有 


Fla to Vr aA) 十 (一 他) 
Vr, Xx ES, 《2. 1.1) 


则 称 了 是 集 台 S 上 的 三 汤 数 { 西 泛 隔 ), 或 函数 ( 汉 函 )f 在 S 上 是 
三 的 ， 
(2) 若 对 任意 的 4E (0， 1) 有 


Ta FA) + (oA) 


是 ES, fr) A Fr), (C2. 1. 2) 


rp ee Tt pr ep rim rrr 


"42 第 2 章 辐 明 数 种 上册 上 晓得 
则 称 广 蕊 集合 SS 上 的 严 阁 廿 函数 ;或 测 数 在 S 十 是 严 桔 廿 的 . 
(3) 若 对 任意 的 六 E (0,，1) 有 


Fax AF AF 十 (1 一 人 Faz) 
Yr EX C2.1.3) 


则 称 了 基 集 合 S 上 的 强 廿 均 数 ,或 函数 了 在 S 上 是 强 凸 的 . 
苦 - 一 /是 S 土 的 西 隧 数 , 则 称 了 是 5 土 的 中 函数 ,或 了 在 3 上 
是 叫 的 ,车 -是 S 上 的 严格 ( 强 ) 启 晴 数 , 则 称 了 是 S$S 二 的 严格 
( 强 ) 四 轴 数 ,或 了 上 在 3 了 上 是 严格 5( 强 ) 止 的. 
图 2.1.1 中 的 (a)、(b}、te) 和 (d) 依 次 是 单 变量 的 是 函数 , 严 
格 西 阿 数 、 强 吓 晴 数 和 岂 函 数 的 图 示 . 


2.1. 1 


注 2.1.1 在 定 关 2.1.1 中 国定 x 一 x*E5, 今 x 二 Xx， 则 
(2. 1. 1) 成 为 


8 2.1 凸 画 数 攻 有 关 性 质 a4. 
FA + Mr)EANIY + (1— VIx) YrES. 


这 时, 称 子 在 点 好处 相对 于 集合 3 是 凸 的 , 同样 地 , (2.1.2)( 或 
(2.1. 3)) 成 为 


fA Dr) A + Fr) 
YE 
并 称 了 在 点 关 处 相对 于 汪 是 严格 西 的 (或 强 西 前 )， 
注 2.1.2 从 定义 2.1.1 易 知 , 若 了 是 3 上 的 纤 凸 5 四 ) 果 数 ， 
其 大 电 蚜 5S 了 上 的 后 5 思 ) 末 数 和 严格 西 5 上 四) 困 数 ,但 友之 不 然 . 注 
意 , 严 格 疝 函数 不 一 定 是 上 同 浮 数 ( 见 图 2. 1. 1(b 》》， 
例 2.1.1 以 下 国 数 是 相应 集合 上 的 凸 函 数 . 
实数 域 灵 下 的 二 次 湖 数 ， 
Tx = x XER, 
并 用 是 严格 吴 函 数 和 强 上 西国 数 . 
Euclid 空间 中 于 的 范 数 责 数 ， 
ir) = | x: ,= | > zj “， 二 他 开关 人 1， 
其 中 弃 一 Cr, x) 特别 地 ， 
Ho = x 有 一 YH 十 一 十 民 


是 R* 上 的 凸 靖 数 . 
Banach 宝 间 . 沦 中 上 是 集 人 S$ 上 的 距离 函数 ， 


dstx} = inf|x— yl|， x¥E .2w. 
EL 
涝 性 招 扩 空间. 中 目 集 汪 上 的 Minkowski 国 数 (证 师 ): 
pkE) = inffla> OrE a E.R. 


线性 空间 > ”上 的 仿 射 耳 数 ，; 


“ 科 ， 第 2 章 四 上 男 数 和 凸 映 射 
x) 一 《8 TB, xE€EY, 
其 中 a € ,BE R. 它 也 是 上 的 四 函数 ,而 不 是 Y 上 的 严格 
申 郴 数 ， 
线性 空间 中 屿 集 S 上 的 指示 明 数 ; 
0， EDD: 


d(xX) 一 
Sx + rE SA. 


先 给 出 关于 同 沼 数 的 两 个 雪 本 关系 . 
定理 2.11 设 SC% 蚌 非 空 屿 集 , 则 ;5 一 民 蚌 西 明 数 当 
有 目 仪 当 对 任何 正 整 数 ?at 池 2 和 任意 的 小 之 0 7 一 1， "sy my), 


>% 二 1, 有 
Ha) SOM) Yrs ES. (2.1.4) 
' j= +: 1 一 1 


证 明 ”充分 性 . 在 (2. 1.4) 中 取 关 一 2, 由 定 交 2.1.1 中 的 人 1) 
即 得 . 

必要 性 . 用 数学 归纳 法 证 . 当 m 一 2 时 , 因为 是 5 上 的 凸 孙 
数 , 由 (2.1.1) 知 (2.1.4) 成 立 , 现 设 mr 志 上 (之 2 是 正 整 数 ) 时 
《2.1. 4 成立 ,证 明 (2. 1.4) 对 于 产 二 二 十 主 成 立 , 不 失 一 般 性 , 设 


和 01 二 1， 之 大 一 1 (着 有 某 入 一 0, 则 mm 一 上， 
由 假设 知 (2. 1.4) 成 立 ), 则 有 1 一 为) 一 之 0. 记 这 Xx' 一 
1 一 1 1=1 


上 
《| 一 +412X ,出 XESSC= 1 ", 已 和 > 一 一 1 以 及 S 
i—1 + 


是 西 集 ,根据 定理 1.1.4 有 x = > 一 和 一 * ES. 又 因为 xf 


ES, 以 及 了 是 3 上 的 凸 函 数 , 按 定 艾 2.1.1 的 51 得 知 


A Dx) = Fl CO— hx + hi"! 


T 一 1 


8 2.1 凸 函 数 及 有 关 性 质 . 45 . 
< Cl 四 如 + 十 1 


让 ， 


-一 一 1 1 上 
({] hf x | 十 和 二 1) 。 


由 于 假设 52. 1 4) 对 于 六 一 大 成 立 , 故 有 


将 它 代 入 上 式 , 得 到 


,E+l k 
fl Sar| (A) > 1 - CD TF Mf Cr ) 
i=]1 : i 二 1 十 


一 7er) ， 


即 C2,1.4) 对 于 9 二 大 十 1 成 并 ,中 

定理 2.1.2 设 SCY%Y 是 非 空 凸 集 , 六 ss 一 及 是 目 丽 数 , 刚 
对 任意 的 < E R, 水 平 集 已 s(f c= 人 ES Fr 委 c| 是 凸 
集 . 

证 明 任 取 x ,wx EE HsCf, C5, 因为 $ 是 凸 集 , 故 对 任 
意 的 4E 00,1) 有 A 十 (一 办 5S, 由 于 了 是 S$ 上 的 同 绢 数 ， 
控 定 六 2.1.1 的 (1L), 得 


Fir + 0 DOr) EAFD) + (1 Co Fx’) 
和 二 {一 习 C 一 5， 


于 是 Ax! 十 (1 -一 jx? E Hslf, ec) 据 此 ,由 定义 1.1.1 邯 知 
Hs(f，, 已 是 凸 集 . 

为 了 讨论 号 函数 和 严格 凸 函 数 之 间 的 关系 ,我 们 引入 实 值 函 
数 ( 实 泛 困 ) 的 半 连 续 性 概念 如 下 . 

定 尽 2.1.2 设 沦 是 线性 拓扑 空间 ,ff; 二 RU 1! 圭 201 
是 广义 实 值 函数 ,上 x 和 拓 澡 、 

《1) 若 对 任意 的 > 0, 存在 x' 的 邻 域 U(x") 有 


+ 第 了 意 山 陋 数 和 是 映射 
一 区 一 Yr Et ), 


交 称 7 在 点 天 处 是 下 半 连 续 的 . 若 了 在 集 台 汪 CC 洛 的 等 一 点 处 
都 是 下 半 和 连续 的 , 则 和 你 了 是 S$ 于 的 下 半 连 续 函 数 ( 洱 函 ) ,或 在 驴 
上 上 是 干 半 连续 的 ， 
2) 各 对 任意 的 E 人 0 存在 x 的 邻 域 Ucx") 有 
FE 一 


刚 科 六 在 点 天 处 直上 半 连 续 的 . 耕 了 在 混合 3 护 洁 的 等 一 点 处 
前 是 上 半 连 续 的 , 则 称 了 是 咏 上 的 上 夺 连 续 函 数 ( 泛 夯 ) ,或 了 在 疙 
上 是 上 半 连 续 的 ， 

注 2.1.3 让 定 交 .1.2 的 (1), 了 在 点 x' 处 是 下 半 连 闭 的 等 
价 二 

ry -Ee nf f/x} sup in f(x), 
rE ) Troy re rrr 
仿 EE 一作 肥 
Ax) & lim inf f(x), 


机 


其 中 lim inf fCx) = sup inf fix) 是 六 在 点 x" 处 的 下 械 跟 -一 , 同 


了 tr Er 和 


理 ， 由 定 义 2.1.2 的 (2),f 在 点 x 处 是 上 半 连 续 的 等 价 于 
Fr) lim SupJ (x) ， 
其 中 lim sup/f txy — inf sup fn) 是 六 在 点 x 村 的 .上 杖 趴 . 


Tie rE 


定理 2 1.3 设 -区 是 线性 拓扑 空间 ， 3 和. 溉 是 非 空 凸 集 . 
若 /一 只 是 卜 半 连续 的 严格 凸 画 数 , 则 了 是 上 的 呈 帅 数 . 

证 明 没 对 任意 的 x ,3 人 有 Fr 送 和) 由 子 企 用 
上 是 严 格 凸 的 ,从 (2?.1.2) 知 (2.1.1) 成 立 , 因 此 ,了 在 3 上 足 凸 的 ， 

现 设 存 作 王 ,天 和 SS 有 六 让 ) 天 天 ). 用 上 反 证 法 ,假设 /在 
5 上 下 是 西 的 , 则 由 定义 21 的 (1) 知 ,存在 如 和 40，1)， 有 


fh A ED) hE) + (1 Oo— ho) fF) 


82.1 上 西 末 孝 基 有 天 性 质 "7* 
= F(X) = fF). 
证 王 加 1 由 是 同 集 知 x* ES 并 从 上 式 得 到 
HED ONY, A(R) < f(x). (2. 1. 5) 
对 于 (2.1.5) 的 第 1 式 , 取 充分 小 的 名 全 0 可 使 XD) 十 厨 二 
oz 或 
一 6 
因为 在 x" ES 处 是 下 半 连 续 的 ,由 定义 2.1.2 的 (1) 知 ,对 任意 
的 放 0, 存 在 加 的 分 城 UC) 有 
— eFax /xD) Ya€ ld), 
从 而 得 
NED EADY HART NE) YAE UY. 
取 计 反 吕 7 和 闫 加, 记 让 二 放言 十 (一 祝 ) 下 ,和 上 式 有 
NK) < Fx). 《2. 1.6) 


本 
和 【二 ， x"), 同 理 可 排 证 )， 于 是 存在 hi ， A € (0, 1), 有 X= 赂 二， 
十 (一 ADx 和 二 x 十 (1 一 高) 展 , 由 于 六 在 S 上 是 严 格 由 
的 ,依据 定义 2.1.1 的 (2) 并 注意 简 (2.1.6) 和 (2.1.5) 的 第 2 式 ， 
可 得 
Fe = 有 四 十 (一 3 
Dr) fr) 
和 
FF) = fdr (1 1) | 
AAD 十 《1 A EY f(r"). 
导致 以 上 两 过 相 刻 打 .i 


48- 第 2 童 西国 数 和 凸 映 射 


为 了 把 凸 画 数 的 值 域 扩 订 到 广义 实 值 域 妇 昌 { 士 ce) 我 们 对 
涉 太 十 吕 的 运算 作 如 下 约定 : 


a+oom+oia=t+m YeaERU {+ 0), 
a 二 =e=— Ya€E RU oo, 
二 oo 十 (+ oo) 一 十 oo, 一 co 二 (一 co) = 一 cc， 
六 "十 co 一 (十 co) 和 一 十 co， 
A co 一 《一 co， 一 一 co YA D0， 
A (十 cy = (二 ce) 4 一 一 c， 
hsT 一 Bo 一 《一 co， 让 一 十 op YA 0, 
0. (Fo) 一 (+eo 0=0. (co 一 (co 0=0， 
十 9 十 《十 95) 二 十 90， 
一 (一 co) 一 十 co， 
inf i 一 十 oo sup 二 co， 
《2 1.7) 


对 于 《2, 1.7) ,还 规定 :只 允许 使 用 消去 ”而 不 可 使 用 * 移 项 ~ 有 了 
以 上 规定 ,我 们 就 可 以 把 任何 凸 集 鞋 的 凸 国 数 扩展 到 全 空间 ， 
定义 2.1.3 设 SC% 是非 空 凸 集 ,六 ,s -> 尺 是 凸 函 数 . 令 


+ 四 
fr) = f(x), x€ 
To, EY\S, 


则 税 : ;一 RU 1{ 士 吕 } 是 空间 上 的 广义 实 值 西 草 数 , 也 简 
称 凸 函数 ， 
依照 涉及 十 叶 和 一 ce 的 约定 运算 , 定 允 2.1.3 和 定义 21.1 
的 1? 基 一 致 的 . 
定义 2.14 设 f 人 一 RRU 1{ 土 品 ) 是 广义 实 值 明 数 , 则 称 
domf = (x EY | A) < 0) 


是 了 的 有 辫 域 . 苦 domj 和 个 , 则 称 了 是 正常 隙 数 , 或 函数 广 是 正 
常 的 . 


$ 2.1 西 函 数 及 有 关 性 质 :4 

定义 和 5 设 f- 一 RU 1{ 土 oo} 是 疝 阴 数 . 阁 domf 关 
六 ,并 且 对 于 任意 的 x 二 domf， 有 0) 关 一 品 , 则 称 了 是 《dom 
上 的 ?正常 凸 汤 数 ,或 郴 数 了 上 是 正常 是 前. 否则, 称 了 是非 正 常 凸 
函数 . 若 -了 是 正常 凸 晤 数 , 则 称 了 上 是 正常 四 函数 . 

注 214 设 f7Y 一 RU TI 士 ce) 是 凸 末 数 ,由 定义 2.1.3、 
定义 2.1.1 的 (1 和 定义 2.1.4, 不 难得 知 dom 是 凸 集 . 

定理 2.1.4 设 厂 :入 一 民 U[I 二 oo 企 =1， 2 是 正常 凸 函 
数 . 

(1) dom(fi + fi) = domfi MN domfs. 

(2) 车 dom 广 人 门 domf; 关 作 , 则 所 十 ff; 是 正常 后 明 数 . 

证 明 (1) 设 xE dom( 十 启 ), 由 定 类 2.1.4 有 六 (x) 十 
(7) 之 十 coo, 又 因为 让 和 ff 蚌 正常 相隔 数 ,由 定 六 2.1.5 知 
六 人 rr) 和 f(x) 均 不 取 一 oo, 由 此 推 知 , 有 六 (x) 过 十 se 和 fi(x) 
三 十 oo, 于 是 得 x E domfi 门 domJ,. 反之 亦 然 . 

C2) 记 了 C7) 二 让) 十 户 x). 任 取 二 ,x 局 和 任意 的 
和 (0，1), 因为 拟 和 六 是 凸 函数 ,从 而 有 


Fl AD + (dF) (= 1,2). 


Fa 二 EL MSG 十 (一 人 FOX)》， 


因此 捕 是 凸 函 数 . 从 (1) 若 
dem 太一 domtfi + fo) = dom MN dom/fs A# CG, 


故 对 性 意 的 xE€ dom/ ,有 x*XEdom 放 和 x Edomfo. 由 记 和 玫 
是 正常 凸 区 数 ,得 有 (x) 天 一 ce 和 大伙) 关 一 00. 于 是 ,了 一 六 十 
让 是 正常 是 明 数 .上 0 

现在 引进 广义 实 值 孙 数 的 上 图 象 和 下 图 象 ,并 讨论 当 尼 们 起 
出 集 时 分 别 与 是 函数 和 止 函数 的 关系 . 

定义 2.1.6 设 f;Y 一 RU { 土 oo}) 是 广义 实 值 函 数 . 


.0 第 2 章 ” 二 函 束 和 由 映射 
(1) 集合 
epi = (GWEY x RI7E/)) 
称 为 了 的 上 图 条 . 
{2) 集合 
hyp = (GDEY xRIySEfr)) 
称 为 了 的 下 图 象 ， 
图 2.1.2 的 (a) 和 (b) 分 别 是 单 变 量 广 闵 实 值 函数 的 上 图 象 和 
下 图 象 欧 图 示 . 


2- 1. 2 


定理 2.1.5 设 卫 5 一 展 UI 士 ce 是 广 习 实 值 函 数 . 以 下 
茶 件 是 等 价 的 : 

(1) 了 是 凸 苛 数 ; 

(2) epi 太 是 凸 集 ， 

(3) (epi 一 让 EY XRI|7> fA 是 是 集 . 


证 明 《1 一 (2). 任 取 Cl 加 )，(x: 7) 所 epiF 由 定义 
2.1.6 的 41) 有 
有 fx) Wf ), 
对 于 任意 的 4E (0, 1), 因为 了 是 凸 的 , 则 得 
Fa 十 [1 一 和 有 AP) 4 (1 一 ACE2) 
A 十 (1 一 DY 


$2,1 王孙 数 及 有 甘 性 质 = SL" 
据 此 ,上 骨 由 定居 2.1.6 的 (1) 有 
AT ， vi 二 《1 一 A Cx, 1 ) 
= (Mr 二 (1 CDr, A 二 (1 ~ Nh) EE epif, 


于 是 按 定 义 1.1.1 知 epif 是 上 四 集 . 
(2 一 (03). 和 任职 Cx C2) E (ep 六 上， 则 


有 fOr), 1 > x), 


由 此 可 知 , 存 在 而 、 全 全民 ,有 站 全 守 (x, 字 守 (r?)， 
从 而 Cx 人 7 (x 56) 后 ep 因为 epif 是 上 是 集 , 由 定 交 1.1.1 
知 , 对 任意 的 4 志 (0, 1) 有 


(ri 二 (1 -Nx 让! 十 (1 一 8,) 
~ Axi, EY) Vx, 6) EE epif, 
于 是 由 定义 2.1,.6 的 (17 得 
A 十 《一 让 六 十 (一 力主 十 (一 x). 


这 说 明 
ACxl ,D7 十 《1 一 和 Cx, 信 ) 
= [A + CO Dr Mp + (1 CO— DP) EE (epi)!, 
于 是 推 得 {epi 让 1 基山 集 . 


(C3) 二 001). 和 任 有 取 式 ,x EY ，, 则 对 任意 的 8 计 0 有 (x) 十 € 
fr 十 Ex), 即 有 (xy OX) 二 EE) (x fx) 
十 6) 蕊 tepi 让 +， 由 于 {epi 让 + 是 山 集 , 故 对 任意 的 +E (0,1) 有 


Ar + Dr AACXD Te 1— VF) 十 日 
= hz FOr) + e+ (Ar fx) + a) € Cepif?)’, 


于 是 有 


"52* 第 2 章 上 出 上 罗 教 砷 凸 上 映射 
Af Cx) + FX) + ee Fl + (1 — Dx]. 


令 e 一 0, 得 到 


fa + 0 Oo Vx) A + (1 — Vf), 
因而 了 是 凸 是 数 . 
注 21.5s 与 定理 2.1.5 类 似 , 了 是 四 函数 与 hyp/ 是 性 集 


等 价 . 
于 面 介 绍 凸 冰 数 的 有 关 性 质 ， 
定理 3.16 设 扩 :5 一 及 U 1 十 导 } 是 是 国 数 ,之 0 (7 二 


1 ， ” ry, 董 


x) = 二 人 > 人) 


则 了 :一 RU 1! 土 oo} 是 西 函数 . 
证 明 取 任 意 的 ,x YY 和 任意 的 4€ C0, 1), 因 为 
{二 1，…, mm) 是 凸 函 数 , 由 定 闵 2.1.3 和 定义 2.1.1 的 (1)，* 有 


fiax' 十 《1 一 ADx?| 一 Saf an 十 《1 一 x’) 
i=1 


六 ao) 二 (1 一 DACx) | 
了 


— ADaf x) CA) Da fr’) 
1 一 1 i 三 ] 
~ Af Cx) + (1 CO— DF). 


据 些 , 即 知 子 是 中 函数 .1 
定理 2.1.7 没 fi:Y 一 RU I{ 士 oo) 是 西善 数 下 E 卫 了 是 


指标 集 ). 若 
fx) 一 SUP 六 (7 ， 
于 性 了 


则 /> 一 RU 1{ 土 0} 是 西 函 数 ， 


#8 23,1 凸 画 数 及 有 关 性 质 + S$3+ 
证 明 对 尾 意 的 (xy 们 Eepi 太 有 了 之 六) 一 su 六 (zz)， 它 
等 价 于 
7 fxr iET. 
(x, HW) Eepif, titeEl, 


或 即 (x, E Nepifi, 因 此 epif 一 Nepifi. 由 于 有 (iE 站) 是 旺 
函数 , 探 定 理 2.1.5 知 epif GE€ 站 n) 是 凸 集 , 再 由 定理 1.1.2 的 
《2) ,得 epif = Nepif, 是 凸 集 . 于 是 ;由 定理 ?2.1.5 即 知 是 凸 孙 
数 .1 

注 2.1.6 特别 尾 ,在 定理 2,1,7 中 设备 f GE& 了 是 仿 射 函 
数 , 则 该 定理 表示 线性 空间 上 仿 射 函数 的 上 包 络 是 凸 范 数 , 事实 
上 ,能 够 证 明 线 性 空间 上 的 正常 西 函 数 在 其 有 效 域 内 部 可 以 用 仿 
射 函 数 的 上 包 络 表示 ,而 线性 拓扑 空间 上 的 咎 半 连 续 正 希 凸 区 数 
是 以 用 仿 射 洱 数 的 上 包 络 表示 太 *. 

定理 2.1.8 设 / 芝 一 民 岂 1 士 co 和 有 及 一 并 刘 1 十 2 
是 广 六 实 值 函数 ,并 县 g 的 = Fr 十 地?)【《 其 中 让 和 六 则 了 是 
上 是 函数 当 县 仅 当 对 任意 的 d € 芝 ,g 是 凸 图 数 ， 

证 明 ”必要 性 . 对 任意 的 dE€ 这 ，, 任 取 1 tf ER 和 4AE€ (0， 
1), 由 于 了 是 凸 力 数 . 行 


gf 上 -Mi fx + {a + (1 — Vea) 
= flafx + 1d] + C1 — VLx + td | 
A HH + 1 Vf + td) 
= Ag(t1) + (1 — Wg). 


因此 ,g 是 瑟 函 数 . 
充分 性 , 任 取 x ,x 区 和 4E€ (0,1), 则 有 
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Fiat A = A 0+ (A) I] x) 1. 


令 庆 二 针 A 十 ( 一 四 :1 一 t,x 一世 一 从 上 式 注意 到 gg 
是 上 耳 函数 ,可 得 


fa r= glAr0+ (+1 
< gt0) + (1 -~ Vpg(l) 
Af CK) + (1 — Mfr), 


从 而 让 是 凸 明 数 .中 
定理 2.1.9 没 上 :YY 一 R 是 中 了 列 数 ,g: 及 一 RU I{ 土 汪 } 是 
非 减 的 正常 凸 请 数 ， 太 rr) 一 区 (ED ， 则 产 7 只 LI 十 是 
凸 晒 数 ， 
证 明 任 取 疝 , 姑 三 和 4E 0， 由 于 志 是 凸 的 ,8 是非 
减 的 .从 而 有 
Fiax' + Co x) glheAr! + (1 — A)x?)) 
EMD) + (1 — hx |. 
(2. 1. 8) 
又 因 gg 是正 党 曲 胃 数 , 故 有 
8 及 Cr 十 人 -MDR EEA)) + (1 Oo AglACr:)) 
=AFCX YY 十 (1 一 天 
将 上 式 代入 (2.1.8) 得 到 
FM + AF 二 (1 一 和 ACE)》， 


故 /是 凸 二 数 . 
利用 函数 上 图 象 的 凸 包 ,可 以 给 出 函数 的 四 包 概 念 . 
定义 2.1.7 设 f ;7 一 RU { 土 o} 是 广义 实 值 函数 , 令 


gx) = ini |Cx, 7) € cotepif)}, 


$2.1 凸 功 数 划 有 站 性 质 - SS - 
则 称 g: 一 民 UI 二 oo 是 和 了 的 西 想 ( 画 数 ), 记 作 ceo. 
为 刻画 止 包 末 数 的 特性 ,再 引进 盟 数 的 弱 落 数 和 弱 凸 函数 要 
念 如 下 . 
定义 18 设 fY RU{ 土 呈 和 hy 一 RU {f+} 
是 广义 空 值 冰 数 . 若 
站 (Er) Ex) YE YY, 
刚 称 天 是 节 的 戎 函数 , 若 卢 还 是 区 上 的 西 函 数 , 则 和 浆 关 是 和 的 弱 
凸 函 数 . 
下 述 定 理 表 明 ,任意 函数 的 由 包 是 一 咱 函 数 ， 
定理 2.1.10 设 了 六 一 尺 册 ( 士 ee 是 广义 实 值 两 数 , 则 
coft 亡 是 和 的 最 大 对 上 同 国 数 . 
证 明 由 ecocepi ?是 凸 集 ,从 定义 2.1.7 可 以 推 知 cot 让 是 
是 项 数 , 并 且 有 
epif TT cotepif) C epitcot/)). 
据 此 ,由 定义 2.1.6 的 (1) 得 
CO Er) YXEY, 
因而 按 定义 2.1.8 知 col 站 是 六 的 弱 同 函数 . 现 设 hh 一 及 
{ 士 oo1 是 任 一 上 图 象 包 舍 cokepit 六 的 凸 国 数 . 由 于 
hlx) 一 inf{y h(x) EP)= inf{y | hx) € eP 计 下 
co ry = inf{y | h(x) € epif}, 
而 cotepi17) Cepih, 故 有 
hr) Eco x) YXEY, 


由 广 的 任意 性 , 即 得 coC./) 是 了 的 最 大 弱 凸 通 数 . 
最 后 ,对 于 Euclid 空间 R" 上 的 可 微 虾 育 数 ,我 们 依次 给 出 它 
的 一 阶 和 二 阶 的 判别 条 件 . 
设 f; Re 一 睫 一 阶 可 微 ,x* 一 (zy …，zo07y 记 


“5 看 第 2 章 凸 国 数 和 凸 有 映射 


AZ) ,37x70 


Vx) 一 EE ' ? 了 


是 了 在 点 x 处 的 梯度 . 
定理 2.1.11 设 SCR* 是 开 廿 集 ,f ;5S 一 尺 一 阶 可 微 . 
(1) 是 85 上 的 上 王 消 数 当 且 仅 当 
VFOr YT xr xr) FR ~ Fx) Yr Kk ES. 
(2.1.9) 
《2) 了 是 $ 上 的 严格 5( 强 ) 凸 畏 数 当日 仅 当 
NT 一 和) Fe fOr) VE 和， 
FN) 过 FFC lr) 《2 1. 10) 
证 明 (1) 必要 性 .从 了 是 SS 上 的 凸 函数 ,由 定义 2.1.1 的 
(1) 知 ,对 任意 的 x, x: ES 和 任意 的 4E (0, 1), 有 
FL 一 AAA + (1 CO DFUr), 
从 而 
fx + AC 一 天)} — F(x) 
- 二 一 一 一 
将 上 式 堪 瑞 的 分 子 作 Taylor 展开 , 则 有 


_ {ACX! 一 x . 
WR) Cx! Co 是 eA x) ~ fr), 


x) 一 fx ). 


邻 4 一 0 便 得 (2.1.9). 
充分 性 . 对 任意 的 x, x? ES 和 任意 的 *€ (0;1), 因 为 S$ 是 
凸 集 , 故 由 定义 1.1.1 知 
二 Ar! 二 (1] 一 AY ES 2. > 
在 {2. 1， 9 中 仿 xX! 二 XX 二 夺 ， 则 有 
Fx x IEF) fx) 三 全 2112) 


32.1 凸 薄 数 总 有 关 挂 策 * 57 。 
再 在 (2.1.9) 中 令 x! 一 x, x 一 Xx, 及 有 
VR RF XE) fr) Yr ES.(2.1.13) 
作 2(2.1.12) 十 (1 一 让 (2.1.13), 得 到 
Yi) Lr! + (1 — x Co x]| 
SAX) 十 (1 — VF) — fx). 
注意 到 (2. 1. 11), 便 有 
FA 1 Ox) = FO EAFCED + Co VF) 


于 是 由 定义 2.1.1 的 人 1) 得 了 是 $S 上 的 凸 函 数 ， 

(2) 将 (1) 证 明 中 的 不 等 式 改 为 严格 不 等 式 , 类 似 地 可 以 推 
证 .中 

设 fR 一 RR 二 阶 可 微 ， X= (Xi xn) , 记 


DCxz) 3° f(x) 
9 X19 IT, 

Yiftx) = < ve 
af) 3) 

EE dx 


是 广 在 点 x 处 的 Hesse 十 阵 ， 

定理 2.1.12 设 S$SCR' 是 开 刷 集 ,f: SS 一 玉 二 阶 连续 可 徽 . 

(1) 了 是 3 上 的 西 画 数 当 且 仅 当 对 任意 的 *E3， YA) 是 
半 正 定 的 . 

(2) 若 对 任意 的 x 5，W?f(x) 是 正定 的 , 则 了 是 5 上 的 强 
山 壬 数 . 

证 明 (1) 充分 性 . 对 任意 的 ,x EE 5S,， 有 Taylor 公式 

Fr) = Fx) 十 VFO (x! 一 和 


十 二 一 x VI Cx! 一 x 


+ SB: 第 2 章 上 曲 函 数 和 同上 映射 


其 中 ES, 由 于 WAC5) 是 半 正 定 的 ; 哉 (一) V(x' 一 
Xx) 之 0 于 是 从 上 式 推 知 
WA 一 有) JE Oo fr). 
据 此 .由 定理 2.1.11 的 (CI) 得 知 了 在 3 上 是 号 的 ， 
必要 性 , 任 取 x 后 5, 因 为 5 是 开 集 , 故 对 任意 的 YE Kr°, 存 
在 人 充分 小 的 4 汪 0 有 zx 十 8EES, 由 于 了 是 $$ 上 的 凸 旺 数 , 在 定理 
2,1.11 中 的 (1) 中 令 x= 二 x 十 Ay， xX? 二 x， 则 得 


Foxy 4 AVF EE fx + Ay). 《2. 1. 14) 
另外 ,由 Taylor 公式 有 


fr 4 ay) = fOr) 十 Yeyry 十 A yf By, 


其 中 二 二 x 十 Ay (8 EE (00, 1)), 将 它 与 2.1.14) 作 比较 ,得 知 
yy 0 今 4 一 0; 则 $x, 于 是 得 到 yy VX)y 守 0， 
即 Y?A(x) 旦 半 正 定 的 . 

(2) 对 任意 的 站, x 已 5 ,Xl 关 玉 ,由 Taylor 公式 有 


fx = fr) 十 Ye Cr! x:) 
二 六 (7 TO 一 zx)， 
C2. 1. 15) 


其 中 E ES 因 对 任意 的 xE 5, V*:f(x) 是 正定 的 , 故 (x! 一 
x x 一世) > 0. 注意 到 x 闫 实 ,从 (2.1.15) 推 知 


rT Cx x Fx) fr), 
所 此 ,由 定理 ?1.11 的 52) 得 到 了 在 SS 上 是 强 凸 的 .0 
$2.2 凸 范 数 的 连续 人 性 和 对 偶 性 
连续 性 是 函数 的 一 个 重要 特性 . 在 这 一 节 , 先 讨论 线性 拓扑 至 


Oo re 0 — errhp i PE eg a ee a rh 


$ 2.2 是 函数 的 连续 性 和 对 风 性 + 5 
间 上 此 函数 的 连续 性 问题 . 然后 研究 线性 拓扑 空间 上 的 凸 函 数 与 
对 偶 空 间 上 相应 的 共 移 函数 之 间 的 对 个 关系 . 
设 他 是 线性 拓扑 空间 . 
定义 2.21 设 f 这 一 RU 1!{ 土 吕 o} 是 广 闵 实 值 函 数 , 护 
E . 深 。 苦 对 任意 的 : 半 0,; 存 在 点 x? 的 邻 域 UCx"), 有 


(fix) — fr) | < Yr EUCx'), 


则 称 广 在 点 x* 外 是 连 绿 的 , 若 在 集合 5 CC 邑 的 每 一 点 处 都 是 
连续 的 , 则 称 是 S 上 的 连续 函数 (连续 泛 函 ), 或 了 在 SS 上 是 连 
续 的 ， 

注 2.2.1 由 定义 2.2.1 和 定义 2.1.2 易 知 , 知 子 在 点 加 EE 
.中 处 是 连续 的 , 则 地 在 点 如 处 既是 下 半 连 续 的 又 是 上 半 连 续 的 ; 
反之, 苦 了 在 点 名 处 既是 下 半 连 续 的 又 是 上 半 连 续 的 , 则 /在 点 
x" 处 是 连续 的 . 

定理 2.2.E 设 / 侣 一 及 U {十 co} 是 正常 是 孙 数 . 半 存 在 
点 x? 二 int(dom 门 使 得 了 在 束 的 某 邻 域内 上 有 和 界 , 则 让 在 
int (dom 门 内 是 连续 的 . 

证 明 不 失 一 般 性 ,我 们 设 x 二 8( 否 则 ,可 令 y 一 x 一 x 将 
fx) 转 为 对 gO = 二 了 Gy 十 x?) 的 讨论 }. 由 已 设 下 在 6 的 邻 域内 
上 有 界 , 则 存在 点 0 的 对 称 分 域 UC0) 和 常数 赃 € R, 有 


foEM yrE Uo. 《2.2. 1) 

先 证 了 在 点 和 处 是 连续 的 . 为 此 , 任 给 EC(0, 1), 则 当 x 所 

sTC0) 时 有 士 过 EMCO), 从 而 根据 了 是 CC0) 上 的 凸 函 数 , 按 是 
多 2.1.1 的 (1 有 


到 | 十 Cd 一 se)F6D)， 


fx) 一 川 = 到 十 (1 一 s)。 ol<ef 
注意 到 (2.2.1), 有 xz 所 eM 十 (1 一 AC0), 故 得 
fx) 一 Ag) < elM — £0)]. (2. 2. 2) 
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另外 ,由 广 是 西 了 两 数 和 (2,2.1) 叉 有 


二 
/(0) = f| Te + 二 让 a 


/3 


TF/ + 


Mf， 


1 所 

A Te Cr) 十 T te 
于 是 

Fr — fF(0) elM 一 六 0)|. (2. 2. 3) 


由 (2. 2.2) 和 (2. 2. 3) 得 到 
[F000 — £0) | eM — 7(0))] 


因为 & 守 0 是 任 给 的 ,所 以 由 定义 2.2 1 知 了 在 点 败 处 是 连续 的 . 
现任 取 x&€ int(dom 让 ,我 们 证 明 在 点 x 处 是 连续 的 . 事实 
上 ,这 时 存在 bp 半 1 使 得 px € domf. 因为 U6) 是 点 8 的 邻 域 , 故 


Lr) =x+ [1 ju) 


是 点 的 邻 域 . 由 此 ,对 任意 的 y EUC)，, 存在 EUC(0) 有 
_1 
?一 工 下 昌 p |= 
根据 地 在 dom 上 是 凸 的 以 及 (12. 2.1) ,我 们 得 到 


fly) = a 万 (px 十 | 1 一 亲 a 
< 1 + | ~ | fm) 


.1 1 i 
二 十 一 一 | MM. 
(Pr) [1 | 


由 yE UCx) 的 任意 性 , 即 知 了 在 点 zx 的 邻 域 上 有 界 .于 是 ,与 前 面 


#2.2 凸 永 数 的 连续 性 和 对 惯性 "61* 
已 证 得 的 结果 间 理 ,可 得 在 点 * 处 是 连续 的 .中 

推论 2.2.2 设 f: 训 一 RU 1 十 o0) 是 正常 是 着 数 , 则 7 了 在 
inttdom 让 内 是 连续 的 当 且 仅 当 int(epif) 关 多 ， 

证 明 因为 intktepi 六 天 好 等 价 于 了 在 某 些 点 的 邻 域内 上 有 
界 , 所 以 由 定理 2. 2. 1 并 注意 到 连续 函数 总 是 上 有 界 的 , 它 也 等 价 
于 在 inttdom 放 内 是 连续 的 .0 

对 于 有 限 维 Euclid 空间 只" 土 的 正常 凸 闯 数 , 则 由 定理 2. 2.1 
可 以 推 知 它 在 有 效 域内 部 一 定 是 连续 的 ， 

推论 2,2.3 设 f; KR"->RRU {二 0) 是 正常 是 泣 数 , 则 下 在 
inttdom 让 内 是 连续 的 . 

证 明 在 int(dom 门 内 可 以 找到 2 十 1 个 仿 射 无 关 的 点 于， 
x 它们 为 顶点 构成 的 单纯 形 ACint(tdomf), 并且 由 
的 西 性 有 


f(x) = /A 之 | 所 > Ace Yr 一 Dx GE 4, 


其 中 计 衬 0 (二 0. 1，…，z)。 S34 — 1. 据 此 ,了 在 各 的 内 部 上 


有 界 .而 4 的 内 部 是 R" 中 的 开 集 , 故 由 定理 2. 2.1 得 证 . 

但 是 ,对 于 无 限 维 空 间 来 说 ,上 述 结论 一 般 不 成 立 . 事实 上 ,在 
线性 拓扑 空间 上 可 以 存在 处 处 有 限 而 处 处 不 连续 的 凸 郴 数 ， 

FF 面 考 虚 尘 连续 情况 . 

定理 2.2.4 设 广 :3 一 尽 UTI+ co) 是 正常 同 胃 数 .大 存在 
点 x? EE domf 使 得 /在 x 处 是 上 半 连 续 的 , 则 了 在 inttdom 让 内 
是 连续 的 . 

证 明 因 鸭 了 在 点 x? 处 是 上 半 连 续 的 ,由 定义 2.1.2 的 (2) 可 
知 了 在 x? 的 某 邻 域内 上 有 界 . 于 是 ,根据 定理 2.2.1 即 得 结论 .1 

函数 的 半 连 续 性 与 相应 集合 的 闭 性 之 间 有 如 下 关系 ， 

定理 2.2.5 设 /; 名 一 RU {1{ 土 co} 是 广义 实 值 函数 , 则 以 
下 条 件 是 等 价 的 : 
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《1) 了 是 下 半 连 续 霄 数 ; 

(2) epif 己 ,之 x RR 是 际 集 ; 

《3) 对 任 - cE Rr € 各 |f(x) 所 cy 是 闭 集 ; 

C4) 对 作 -cE R, {x€ |f(x) > 是 开 集 ， 

证 明 上) 人 62) 和 任 取 点 列 fx, 和)} 它 epif 并 和 (5 天， 床 ) 
-> epi/ 一 1 2， ) ,所 以 
由 定 这 2.1.6 的 (017 有 

Tx) Ye 上 一 1 ， 2 ， 


由 于 在 点 x* 处 是 下 闪 连 续 的 ,于 是 由 定义 2.1.2 的 (1) 可 知 , 对 
任 给 的 8 盖 0,. 存在 x* 的 名 域 U(x 有 
ferry — Ee int fr) 


KE 
今 e 一 0, 特别 地 有 
fx) 所 lim inf fix) 过 lim tnfiz 一 3 


据 此 ,再 按 定义 2.1.6 的 (1) 即 得 C(x", Wp》€ epif', 故 知 cpif 是 团 

(2) 过 (3), 任 取 点 列 x} CC 人 人 训 |X) 三 (9; 并 且 x 一 
x 因为 了 OX 入 一 1，2，…) ,出 定义 2.1.6 的 
1) 有 CX, )t epif. 由 于 epif 是 团 集 ， 因此 Ar) A 于 是 有 
mr 雪 cj 从 而 得 证 . 

(3 一 (4). 由 位 区 As 委 c 是 闭 集 , 即 知 {x E€ 
rE | 了 f(x) 太 c| 是 开 集 . 

(4)=>01). 任 肥 x 生字 对 任 给 的 se 盖 0 兮 

c= fx) — €, 《2. 2. 4) 


则 ) 一 十 £5, 于 是 冤 荆 {XE RN) > el. 因为 
x: 信 f(r) 守 c) 是 开 集 , 故 存在 点 澡 的 令 域 ULx ) 有 
DUC) Cx EE IA) 之 cy. 据 此 ,有 


pp re i sr i ET 3 ~ 


8 22 四 明 数 的 连续 牧 和 对 偶 性 "6 。 
0 
或 由 (2. 2. 4 得 
— Ef fa Vx EUCxX)., 


按 定义 2.1.2 的 (1),; 即 知 站 在 x 处 是 下 闪 连 续 的 ,因为 x 万, 绝 " 
是 任 取 的 , 故 是 下 半 连 续 函 数 .了 

定理 2.2.6 设 /;: 攻 一 RU 1 土 避 }) 是 广义 实 值 湖 数 , 则 以 
下 条 件 是 等 价 的 ; 

(1) f 是 上 半 连 续 荫 数 ; 

(2) hpyf 入 . 流 XR 是 闭 集 ， 

(3) 对 任 一 cc € Rr € .人 绍 | 了 f(x) 空 e) 是 闭 集 ; 

(4) 对 任 -ER, {x 分"|f(x) 之 c} 是 开 集 . 

证 明 与 定理 2. 2. 5 的 证 明 类 似 , 在 此 估 咯 .[ 

定理 2.2.7 设 .党 是 Banach 室 间 ,ff: 光一 RRU 1 十 品 1 是 正 
常 凸 遂 数 . 若 了 在 : 治 上 是 下 半 连 续 的 , 则 了 在 intfdom 六 内 是 连 
续 的 . 

证 明 不 妨 取 8E€ inttdom 店 ,并且 A000) < 之 c 记 

A {XE Bl) 所 ec 


因为 f 首 . 范 上 是 下 半 连 续 的 ,由 定理 2.2-5 的 ( 届 ) 和 (3) 知 4 是 
闭 的 . 及 由 ff 的 廿 性 ,根据 定理 2.1.3 知 4 是 凸 集 . 对 任意 的 
xz 入- 汤 ,因为 了 上 时.: 东 上 的 凸 国 数 , 故 存在 > 0, 对 任意 充分 小 的 
EEC EE) 有 


a | > = 0) 十 本 /Ga Ee. 
由 此 ,有 


3 1 
下 LA 
了 ax 记 有 办， 或 全 < 


这 说 明 4 是 吸收 集 , 从 而 U = 4 门 ( 一 4) 是 对 称 吸收 团 凸 集 , 现 
在 证 明 intU 关 多 , 事实 上 ,假若 intUV = 儿 , 则 有 
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int (kU) = ,k= 1, 2, 《2. 2. 5) 
由 C2.2.5), 当 六 二 1 村 知 , 任 取 x EU, 则 存在 合计 0, 使 对 x! 的 
8.- 邻 域 EC Di) 有 
GNU 8) = 8. 
由 (2.2.5), 当 让 二 2 时 ,又 知 Ux 6) 信 2U0., 于 是 , 取 x? EE 
Ur) 和 小 区 20, 则 存在 5 EE [o. -1 使 对 x? 的 8:- 邻 域 
tc, 5) 有 
207 NN Ux, 6) = . 
亲 样 地 ,由 (2.2.5), 当 大 一 3 时 , 则 知 Ce 人) 区 30, 圾 取 x EE 
Ux 6) 和 x 3， 存在 名 6 |0, 全 |], 使 对 吉 的 6; 邻 域 
Ux B) 有 
30 NN Ur, =. 
如 此 继续 下 友 , 可 得 到 序列 {x*} 和 正 数列 {5} ,满足 x*t' € U(X， 
Os 


他: 和 Hi 1 La Io. 他 | Ck 一 1， 2， + ), 并 且 有 


gC NN Ur, 0) = . (2. 2.6) 


时 然 , {x'} 是 Cauchy 序列 ,由 于 镶 是 完备 空间 , 则 有 一 Xx' 二 
声 , 据 此 ,出 (2.2.6) 得 知 x" 疾 KC ( 伏 一 1，2，…) ,这 与 U 是 吸收 

了 从 intU 关 名 , 设 训 全 intU, 则 存在 6 汪 90 对 于 x 的 全 分 域 
Ue, 8) 有 UC, 5) CU 因为 U 是 对 称 册 集 , 放 有 一 x* EU. 
设 LC9; 6) 中 点 8 的 人 邻 域 , 则 有 


] 了 reaa | 一 lr 
3U(0, 0) = FV, 人 x 3U+ U0=U. 


显然 ,f 在 二 UC0, 6) 内 是 上 有 界 的 ,于 是 f 在 点 9 的 邻 域 U 内 上 


# 2.2 凸 郴 数 的 连续 性 和 和 对偶 性 + 
有 界 . 据 此 ,由 年 理 2. 2.1 得 知 了 在 int(dom 让 内 是 连续 的 .中 
定义 2.2.2 设 f 人 一 RU{ 二 ol,g: 人 RU {tm) 
是 广 尺 实 值 光 数 . 若 


epig = cliepi)), 


则 称 & 是 了 的 下 站 连续 甸 ， 

定义 2.2.3 设 f 人 YRRU 1 二 吕 } 是 下 第 西 隐 数 . 

(1) 若 g: 党 一 民 RU 1{ 土 o} 是 让 的 下 半 连 续 包 , 则 称 g 是 了 
的 闲 包 { 示 数 ); 记 作 &g 二 cl. 

(2) 着 让 二 cl( 让 ， 则 称 玉 是 闲 吕 于 数 , 或 是 闭 是 的 ， 

注 2.2.2 设 / 这 及 U1 十 0} 是 正常 是 冰 数 , 则 由 定义 
2. 2.2 和 定义 2.2.3 的 (1) 可 知 


epitclt 1 ) 一 clfepiy 《2. 2. 7) 


定理 2.2.8 设 f. 避 一 RU {十 o0} 是 正常 止 田 数 , 则 了 上 是 
: 完 上 的 下 半 连 续 范 数 当 旦 仅 当 了 是 团 映 畏 煞 、 

证 明 ”充分 性 . 从 了 是 闭 凸 函数 ,由 定义 22.3 的 (2) 有 
地 一 cl 门 . 据 此 ,由 (2.2.7) 可 知 epif 一 epifcl( 门 ) 二 el(eply )， 
因而 epif 是 闭 集 . 于 是 ,由 定理 2. 2.5 的 (2 和 (1) ,得 知 了 是 下 半 

必要 性 , 设 是 下 半 连 续 的 , 则 由 定理 2.2.5 知 epif 是 财 集 . 
因此 ,由 (2 2.7) 有 epir 二 cllepi 让 = epifcl( 门 ), 这 说 明 /= 
elf 六， 从 而 由 定 交 ?2.2.3 的 (2) 得 了 是 闭 上 四国 数 .1 

以 下 建立 线性 拓扑 空间 上 的 凸 羡 数 与 对 偶 空 间 上 相应 的 共 辆 
函数 问 的 对 偶 关 系 ， 

定 人 2.2.4 设 f1 佬 习 RU {十 0} 是 凸 隙 数 , 澡 “是 党 
的 对 偶 守 和 问 . 

i1) 令 


1x) = sup{ix’, x FO YER", (2.2.8) 
全 .党 


则 称 :名 "一 RU { 土 oo) 是 节 的 共 耗 函数 . 
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(2) 念 
FA" (x) 一 sup {x RO XE RR , (2.2.9) 
网 称 A 一 民 U1{ 土 oo0) 是 六 的 二 次 共 示 十 数 ， 
通常 , 称 由 (2. 2.8) 所 确定 的 了 与 产 之 间 的 关系 具有 共 斩 关 
系 或 对 偶 关 系 . 显然 ,由 定义 2.2.4,; 即 知 有 (7*) 一 三 “. 
注 2.2.3 从 定 文 2.2.4 的 (1), 可 以 直接 得 到 如 下 的 
Young-Fenchel 沾 等 式 ， 
cx YX ER ,YXE XH. 
(C2. 2. 10) 


注 2.2.4 由 定 交 2.2.4 的 (1) 可 知 , 若 存 在 某 个 京 和 所 当 使 
得 FE) 一 一 00, 风 用 (x*') 三 十 50; 上 反之 , 若 存 在 茶 个 xX* 万 
有 个 得 广 ( 人 一 ep， 则 仅 当 jz) 和 关 十 ce 时 才 有 可 能 ,从 而 
使 Fixz) 三 一 ce, 因此 , 当 生 三 二 o 或 了 取 一 呈 的 情形 都 是 设 
有 意义 的 .此 后, 我 们 只 考虑 太 : 有 玉 U1! 十 吕 ) 并且 了 天 十 o 

以 下 介绍 共 力 说 数 的 有 关 性 质 . 

定理 2.2.9 设 f; 爸 -w RRU {十 2} 是 是 函数 , 则 


inf f(x) 一 一 f° (0). 


证 明 测定 六 2.2.4 的 (1 直接 可 知 六 (有 ) 一 sup {0， x) 
一 Fr) 一 一 inf f(x). 0 

定理 2.2.10 设 f: 吕 一 RU +eo 是 凸 国 数 ， 

(六 ;六 -> RU {十 吕 } 是 下 半 连 续 正 常 凸 国 数 ， 

(2 1 > 玉 I+e) 是 下 半 连 续 正 常 凸 函数 . 

证 明 {1) 为 证 /是 下 半 连 续 的 ,由 定理 2.2.5, 我 们 证 遇 
epir 是 闭 集 . 事实 上 , 取 点 列 {Cx*, hh)} 入 epif° ,并且 (x ,%) 一 
Cx Wo) 全 一 00), 因 为 (x', 驴 ) E epif" (一 1，2,-…) ,所 以 由 
定义 2.1.6 的 (1) 和 定义 2.2.4 的 民 ) 有 


$2.8 目 函 数 的 连续 性 和 对 住人 性 "67 。 
Wf Cx) sup{x’, fr ER ,k=l1, 22,1, 
令 放 一 o=， 则 得 
n= Lim lim sup{ir, x — flx)} 
Bree: 上 FE 
一 sup {Cx ， x CO— AO) = fx). 
由 此 ,我 们 有 (x", .2 他 epif” # 故 epi 产 是 闭 的 . 


现 证 广 旺 目的 ,为 此 , 任 取 站 ,大和 有 和 和 4E50 1) 由 定 
多 2.2. 4 的 (以) 有 


TEL 十 (1 - AY) 一 sup Cx! 二 (1 Co— Dx, x) — f(x)) 
Asup {lx x) ~ fOr) 
t+ (1— Vsupllr’, x) 一 了 Ge) 
= Af* CX) C1 Co A x), 
于 是 ,根据 定义 2.1.1 的 (1) 和 定义 2.1,3, 即 知 妆 是 凸 淆 数 , 由 
注 2. 2. 4, 因 为 廊 夭 一 co 可 广 是 正 汕 凸 国 数 ， 
(2) 与 人 1) 的 证 明 类 侯 .[ 
定理 2.2.11 设 :和 一 民品 (十 oo 下 有 一 及 由 1 十 ceo)} 
是 凸 函 数 . 若 上 是 子 的 弱 盖 数 , 则 /是 有 ' 的 屏 隔 数 . 
证 明 从 六 是 地 的 弱 画 数 , 由 定义 2.1.8 有 
hr) fr) YXE HN, 
据 此 , 按 定 义 2.2.4 的 (1); 即 知 对 任意 的 x"E 学" ， 有 
f(x = sup (x"， xy》 一 Fr) 


sup {x*, x) 一 h(x)} 
FE 


| 


h” (Xs, 


故 良 是 h' 的 验 函 数 . 0 
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定理 2.2. 12 设 f 芝 -RU 1 十 co} 是 山 刻 数 . 

(1) 7"' 是 了 的 验 落 数 , 即 对 任意 的 TE 有 f(x) 委 
f(x), 

C2) 7 一 了 当 且 仅 当 了 了 是 下 半 连 续 正 常 凸 男 数 ， 

(37°"* = ff 

证 明 (1) 由 (2. 2. 10}(Young-Fenchel 不 等 式 ] 有 

‘x xx) YX ER XE, 
于 是 ;出 定 疼 2.2.4 的 (2), 即 得 


f= SupeV 


C2) 由 定理 2. 2. 10 中 的 (2) 知 , 二 了 7*“ 是 下 半 连 续 下 党 四 
函数 . 反之 , 设 /是 下 半 连 续 正 常 凸 函数 , 则 按 注 2.1. 6, 它 可 以 用 
仿 射 函数 的 上 世 络 表示 于 是 ,在 在 {x 所 和 和 fahhecrE 瑟 
(了 是 指标 集 ?, 使 得 


Fr) 一 supftxr ， x 一 外 小 《2, 9.11) 
I 所 


据 此 ,由 定 广 2.2.4 的 届 ) 知 ,对 x*E' 叶 ”有 


上 


《一 sup | x", x — sup (Cx, x 一 % | 


= inf sup{txz ,xX) — (Xr XY 十 下 上 
i 也 


对 于 和 六 ,利用 (2.2,10) 可 知 ,对 任意 的 x E€ 骂 和 任意 的 
i 声 了 有 
Fx x fr) 
— x", Xx) inf sup (x, x — Cx x) om} 
rE FE 


之 人 一 Su 3 一 人 十 a }. 
时 虹 


在 最 后 的 式 子 中 取 x 一 上 ， 则 有 


232 凸 晒 数 的 连续 性 和 对 间 性 “人 的- 
了 
再 根据 2, 2. 11) ,得 到 
六 > sup lx yA a= fr) YrE€E 2. 
由 已 证 明 的 (1), 即 得 六” 一. 


(3) 由 (1) 知 f°*' 大 的 弱 蛆 数 , 上 在 据 定理 2.2.11, 得 是 
Cf*")'* 的 弱 史 数 , 即 有 


站 (2,2,]12) 
男 外 ,在 定理 2. 2.12 的 (1) 中 用 "替换 了, 则 有 
Fe (0,29,13) 


由 (C2. 2. 127 和 (2. 2. 13) , 便 可 得 到 结论 .1 

定理 2.2.13 设 训 人 一 RRU 十 co) 是 西国 数 , YE: 子 ， 
2 人 

(1) 若 和 芝 员 ge 一 Fr 二 aa 则 8 人 一 六 Cr )- a. 

(2) 若 a 计 0; gx} 一 af(x) yy 风 g' Cx) = af' 过 |. 

(3) 若 YE EG 二 7 了 (二: 则 gx) = f(x ) 一 
让 


(4) 荐 a 天 0, g(x) 一 far); 则 g" (x') 一 雪 f* Gr》 
证 明 (1) 由 定义 2.2.4 的 (1), 对 任意 的 x"€ 和 ”有 


g" {x*) 一 sup {Cx" ; ¥) CO— (fF) + a)} 
=- sup {Cx » XY 一 Fx) 1— a 
= fF" (x) ea, 
《2) 根据 定义 2.2.4 的 (1), 直 接 有 


Br = sup {Cx , x) — af (x)} 
I 过 
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| 


| 
一 af’ [到 上 
(3) 按 定义 2.2.4 的 (1); 令 z= 二 x 十 y, 则 得 
g" (x) = sup {lx", Y)》 — fr y}} 


= sup {{x", z— y) — f(z)} 
2E 沱 


= sup{(x*, 2) 一 Ac 一 人 
TE .和 


| 


太一 


4) 出 定 头 2. 2 的 51) ,全 OX, 即 可 得 证 .0 
定理 2.2.14 设 f; 人 一 RU 1 二 + co} (iE€1, 了 是 指标 
集 ) 荐 凸 函 数 ,: 是 .他 的 对 偶 空 间 ， 


(1) 对 任意 的 zx E 党 ,有 | ia x) 一 so 六 Cr 
(2) 对 任意 的 x"” € 县 ” ,有 | supfi| xr) < inffr (x ). 
证 明 由 定义 2.2.4 的 (1), 对 任意 的 x € 党 "有 
inff:| Cr) = sup {x* , x) — inff.(x)) 
jf i 工 三 必 琳 ” = 
[| 
— sup| sup (xz ， x) — /ix)) | 
一 supf: (x'). 
rE 
《2) 由 定义 2.2.4 的 (1), 有 


{sop 有 A Ke) = sup {x" , 一 supfi(x)} 
iET 上 时 rE 


S$32.2 症 画 数 的 连续 性 和 对 避 宾 “71 : 


一 : sup{inf[cx + 下》 一 ACr]| 


本 . 这 7 和 


< inf| sup {x ，X》 一 f(x} | 


i TL 


一 inf 7 (x*  》, 中 
最 后 ,介绍 一 个 基本 的 对 偶 定理 . 为 此 ,站 引进 站 函数 的 共 帮 


消 数 的 概念 . 
定义 2.2.5 设 g: 妆 > 民 UYU {十 0) 是 四 上 困 数 ，… 
的 对 偶 空 间 , 令 


好” (x )》 一 inf 人 ，X》 SCX)}}, 

则 称 Ui 土 ) 是 gg 的 其 郝 消 数 . 

上 苛 注 2. 2. 4 同样 的 理由 ,内需 考虑 g: 一 中 1 一 小 并 县 
#8 到 一 * 的 情形 ， 

注 2.2.5 由 定义 2.2.5 可 以 推 知 ,对 于 岂 虹 数 的 共 旨 刚 数 ， 
有 与 (2.2,10) 类 似 的 则 下 不 等 式 : 

gx Fg YE YE 

2. 2.114) 

美 于 凸 晤 数 和 回国 数 的 共 斩 图 数 之 间 , 有 下 面 的 对 售 关 系 ， 

定理 2.2.15 设 了 了 人 \ {二 oo} 是 正常 吊 孙 数 ,&: 
-> 玉 U [一 =) 是 正 常 加 函数 , 若 或 g 在 茶点 x EE demy 中 
domg 处 是 连续 的 . 则 


inf (f(x) 一 晤 Cr) 一 SU { 人 (人 ”一 fx )}. 


下 “人 
证 明 由 (2.2.147 和 (2.2. 10)》, 可知 
gD 古 了 Xr) 
yx ER YIE 


据 此 ,有 


-92 。 第 3 章 ” 凸 旺 数 和 贞 映 者 
f(x) — g(t) (x) f(xr') 


YX EE IE ， 


从 而 得 
0 gO ) sup., fg ("yf Ce )). 
《2. 2. 15) 
我 们 记 
m = inf f(x) — g(x)}. 《2. 2. 16) 


若 吏 一 一 0, 则 由 (2.2.15), 定 理 的 结论 成 立 , 设 严 关 一 ce， 作 
集合 
Si = (x TE RX Rlg(r) + mY}, (2. 2. 17) 
So—epif— {x DER XxX RIA)), (2.2.18) 


从 了 兰 十 品 是 西 函 数 , 由 定理 2.1.5 知 5S; 是 止 集 , 由 & 天 一 se 是 
四 函数 , 辐 理 可 以 得 知 5S, 基 凸 集 . 根据 定理 的 条 件 , 不 妨 设 了 上 在 基 
点 关 后 domr 处 是 连续 的 , 则 由 AX) 和 十 ee 知 ,存在 加 使 


no = A(x"), (2. 2. 19) 
大 由 (2.2.18) 有 (x*, #6》E Ss, 因为 在 点 x* 处 是 连续 的 ,由 定 
义 2.2,1 知 存 在 康 的 邻 域 UCx?),; 对 任意 的 6 计 0, 有 
[7oey 一 As YrEUC). 
注意 到 (2. 2. 19) 得 
ne fr YE Ux ), 


于 是 存在 基点 Cx' 7 EEC X (pp 一 8, 十). 据 此 ,我 们 有 
C(x) EE intS,, 从 而 得 intSs 关 人 加 , 男 杂 ,由 x EE domg 知 g(x") 
一 o0, 因而 存在 wr 一 gx 十 r. 由 (2.2.17) 知 (x 加) ED， 
故 得 5 和 尖 儿 . 现在 再 证 明 5S, 门 intS; 一 好. 事实 上 背 不然, 则 存在 


$2 上 函 孝 的 连续 性 和 对 偶 性 * 了 要 
(FE 站 intS, 于 是 人, 四 后 ,从 而 由 个. 2 177 知 
7 ET 二 1, C2. 2, 20) 


你 由 {7) E intS$; 和 若 存 在 x 的 邻 域 U(X) 和 全 0, 使 UGE) XX (7 
一 安良 十 间 ) CS 由 此 , 按 (2.2.18) 知 f(x) 万 一 8, 再 由 
(2. 2, 20) 得 


fx) IgR) Tm 


这 说 明 存 在 天 E€ . 实 有 站 分 ) 一 g(X) ,导致 与 (2. 2.16) 相 诸 
盾 . 从 以 上 得 到 的 人 了 关 逆 , intSy 关 乡 和 Si 站 intSs 取保 ,根据 定 
理 1.3.7 药 (1), 得 知 存 在 闭 超 平面 正常 分 离 95 和 8;, 按 是 多 
1.3,2 的 人 ?也 即 存 在 (fy 人) E (有 XR)N0) 和 记 ER 有 


(7 


Yr!, 1) 拓 SS!， YX’, ja 全 So 


即 
Cx 


¥ Cx!, 让 万 心 1， CE 7 ) CC Ds, 


由 (2. 2.17) 和 C2.2.18) 可 取 x= 二 x 二 下. 党 使? 二 f(x) 一 (XX) 
十 形 ， 由 得 


cx) 
YIE 
因为 2 关 0; 记 7 一 一 大 < KR ， 一 一 车 和 .六 ， 从 上 式 推 知 
Cy YE 
于 是 由 定义 2.2,4 的 (1) 和 定义 2.2.5; 有 


了 (一 sup[ Cy"， x) 一 f(x) | 所 r, 


* 了 4 。 第 ?2 章 是 果 数 帮 西 映射 
mtreg OO) 一 inf xy 一 EC 
据 此 .我 们 得 知 攻 所 g (Gy'》 一 产 (x'")， 再 由 (2.2.15) 和 
(2, 2. 10) 存 
mg) fr sup {g(x ) CO— f(x Rm, 
去 “在 
因而 
二 一 supb {a (x") — f° (x )}. 


最 后 ,注意 到 (2.2.16) .定理 得 证 .1 
考虑 线性 拓扑 空间 .党 中 四 集 $ 上 的 指示 函数 
局 于 生 向 ; 
十 cp， 工人 
在 例 2.1 1 中 .我们 已 指出 它 是 本 上 果 数 . 从 定 闵 22.4 的 (1 可 知 ， 
有 


d(x) 一 


de (x SUb {x ,XT) HX) N= sup x" , %), 
IE 了 7 IES 
即 
ex) sup Xr EL.'， (C2, 2. 21) 
点 尼 恬 


据 此 .用 和 定 兴 1 44 得 知 训 的 共 斩 果 数 人 :二 
是 5 的 支撑 凯 数 .由 定理 2.2,10 的 人) 可 知 ,6 总 是 下 半 连 续 的 
正常 中 响 数 ， 

定理 2.2.16 设 3 亡 经 是 闭 凸 集 ,ints 关 集 , 则 

S= EY, A) Er Yr € .RR ' |). 
(2. 2. 22) 

证 明 因为 人 是 5 的 支撑 函数 .由 定理 1.3.13, 注 意 到 S 是 
乒 凸 的 荆 可 得 证 .6 

定理 2.2.16 表明 尾 一 阅 凸 集 可 以 击 其 上 的 指示 函数 的 对 侦 
了 郧 数 来 表示 . 


Oo Oo Oo — re er rn el pp rrr 


$2.3 广 交 凸 明教 + T+ 


82.3 广义 凸 图 数 


这 -- 节 , 曾 述 广 尺 意义 下 的 后 滥 数 及 其 有 关 性 和 丘 . 我 们 卡 要 介 
绍 两 类 重要 的 广义 上 后裔 数 一 -- 氢 凸 函数 类 和 的 凸 珊 数 炎 . 
先 介绍 线性 空间 土 的 拟 凸 因数 类 . 
设 > ”是 线性 罕 间 . 
定义 2.3.1 设 S 信 是 非 空 凸 集 ,/:S 一 R 是 实 值 前 数 . 
C1) 若 对 任意 的 EE (0, 1) 有 
FO Dr) max{f(r}, fr)} Yr TES, 
(2.3.1) 


则 称 了 是 集合 辣 上 的 拟 凸 函数 ,或 图 数 了 在 5 上 是 拟 加 的 . 
《2) 车 对 任意 的 4E (0，1) 有 
fOr 十 (1 — Dx) < max{f tr), ec) 
WE ES, fx) fA), 
则 称 fF 是 集合 5 上 的 严格 拟 凸 汪 数 ,或 前 数 在 S 上 是 严格 拟 
是 的. 
《3) 若 对 任意 的 4E (0,，1) 有 


(2. 3. 2) 


Ohz + C1 — Dr) < max{f Cr ), fr:}} 
YX 

则 称 上 是 集合 S 上 的 强 拟 吓 函数 ,或 图 数 了 在 上 是 强 拟 凸 的 . 

若 一 上 是 汪 上 的 5 严 展 , 强 ) 拟 凸 晒 数 , 则 称 了 上 是 S 上 的 (严格 ， 
强 ) 氢 电击 数 , 或 了 并 S$S 上 是 (严格 , 强 ) 拟 外 的 . 

图 23.1 的 人 ay、(b) 和 (c)? 依 次 是 单 变量 的 拟 凸 函数 ,此 烙 拟 
贞 困 数 和 强 拟 凸 晤 数 的 图 象 . 

注 2.3.1 在 定义 2.3.1 中 国定 二 5S, 令 下 二 x 则 
(2. 3. 1) 上 成 为 


(2.3.3) 


* 9 看 。 第 2 章 辆 函数 和 凸 上 映 射 


了 一 拓 ( 


rey 


图 2.3.1 


At tt Ax Emax{f x), fx)} YrxE€ES, 


这 时 , 称 了 在 点 处 相对 于 和 集合 S 是 所 是 的 . 同样 地 ,孝王 xx 
和 x 二 x 分 别 满 足 相 应 的 (2. 3.2) 和 (2.3.3), 则 称 了 在 点 x" 处 相 
对 于 SS 号 严格 拟 凸 的 和 强 氢 凸 的 . 

注 2.3.2 由 定 尽 2.1.1 和 定义 2.3.1 直接 可 以 得 知 凸 集 上 
的 凸 本 数 是 氢 四 和 严格 拟 凸 的 ,严格 凸 函 数 是 严格 拟 凸 的 , 强 目 到 
数 是 强 拟 凸 的 ,反之 , 则 不 然 . 从 定 交 2.3.1 还 容易 推 知 , 列 拟 凸 是 
数 也 是 拟 凸 的 和 严格 拟 凸 的 . 然而 ,严格 拟 凸 二 数 却 不 一 定 是 拟 
四 的 . 

以 下 给 出 有 关 报 凸 明 数 的 两 个 基本 结果 ， 

定理 2.3.1 设 SC% 是 非 空 凸 集 , 则 :5S -xv 上 R 是 拟 凸 明 数 
当 且 仅 当 对 和 伍 何 正 束 数 mr 这 2 和 任意 的 久之 0 CG 于) 


mi 


这 4+ 一 1,， 有 


i: ] 
A py < TXT Fx), ee, FRYY YXx', es "ES, 
证 明 ”与 定理 2.1.1 的 证 明 类 似 , 利 用 定义 2. 3.1 的 (1) 可 以 
推 让 .1 


定理 2.3.2 设 3 所 党 是 非 空 四 集 , 则 上 5 一 屎 是 拟 凸 国 数 
当 且 仅 当 对 任意 的 ce R, 水 平 集 五 s(C7, ={zESIFGr)sc) 是 


§2.3 广 羡 提 冰 数 " 77 。 

出 集 . 
证 明 必要 性 , 任 取 ,x EHs(f, 中 CS, 则 有 (x) 和 e 
和 AOx) 二 c, 因为 S 是 凸 集 , 故 对 任意 的 4E (0, 1) 有 Ax!' 十 
(1 一 4 居所 号 由 于 了 是 3S 上 的 拟 西 孙 数 , 按 定 多 2.3.1 的 () 得 


fOr 十 【1 一 At) EE max (f(x), fr sc， 


于 是 Ar 十 (1 一 jx EE Helf, ec) 据 此 ,由 定义 1 1.1 可 知 
Hstf, 疏 昨 山 集 . 
充分 性 ， 对 任意 的 XE 匡 局 ， 取 


c= max{f (tr), Fx)}, (2, 3. 4) 


网 ECf 0) 因为 再 SC ec) 是 凸 集 , 故 对 任意 的 4 和 (0， 
1 有 Ma 十 (1L 一 妇 于 私有 SF ec 于 是 得 Fe 十 (1 一 A)x 7) 
之 ec, 据 此 ,由 (2.3.44) 按 定义 2.3.1 的 (1), 便 知 f 在 S 上 是 拟 凸 
的 .0 

注 2.3.3 由 定理 2.1,2 已 知 , 范 数 的 相应 任意 水 平 集 为 凸 
集 是 该 函数 为 凸 明 数 的 必要 和 条件, 定理 2. 3.2 则 进一步 表明 了 了 消 
数 的 相应 任意 水 平 集 为 凸 集 是 该 函数 为 拟 上 四 的 充 要 条 件 . 从 而 可 
见 ,函数 的 氢 西 性 更 充分 地 反映 了 其 相应 水 平 集 的 上 三 性 特征 . 

于 面 的 定理 指出 ,在 线性 拓扑 空间 上 为 下 半 连 续 的 严 情 拟 凸 
函数 必定 是 拟 凸 的 . 

设 : 服 ` 是 线性 拓扑 空间 . 

定理 2.3.3 设 SC 多 "是非 宝 凸 集 .车 :5 一 玉 二 下 半 连 
续 的 严格 拟 凸 函数 , 则 是 S 上 的 拟 凸 消 数 ， 

证 明 设 对 任意 的 ,x ES, 有 了 nD) 关 7x). 由 在 sS 
上 基 严 楷 拟 凸 的 ,从 (2, 3.2) 可 得 (2. 3. 1). 因 此 ,根据 定义 2.3.1 
中 的 (1) 即 知 了 在 SS 上 是 拟 凸 的 ， 

设 存 在 于 ,下 SS 有 ACR) 二 f(z’). 我 们 证 明 这 时 条 件 
(2. 3.1) 成 立 , 即 对 任意 的 关 挟 (0、1) 有 

FOAR 4 CA FD) ED) = XY, 


。 7 中 第 Z 章 ” 帮 溯 数 和 凸 映 身 
为 此 ,与 定 融 2.1.3 的 证 时 类 人 ,用 上 友 证 法 ,假设 对 革 个 网 毛 
(0，13 有 有 
一 
因为 3 居 遇 上 集 ,喜庆 二 各 训 十 (一 让) 并 5, 由 廿 式 得 
FRY FFD /FY fr), (2. 3.5) 
到 充分 小 的 5 六 0. 使 (2.3.5) 的 第 一 式 有 .FD 十 5 之 /xn), 邯 
ATE) fF) Eo, 
为 为 了 在 六 和 与 处 是 下 半 连 续 的 ,由 定义 2 1.2 的 (1) 知 ,对 任意 
的 守 0, 存 在 尺 的 邻 域 UC) ,有 
— efARTF AE Mx) YAaE HLA), 
据 此 ,出 以 二 两 式 得 知 
FRED fr 二 (1 
取 入 EDDA 天 加 1 记 二 认证 十 忆 一 刘 ) ,加 有 
Fr) < fr). (2.%.6) 
椒 妨 谤 类 (EI, x 7, 刚 和 多 《7 x )， 因为 乒 是 严格 拟 辐 的 ,所 
以 由 定 六 2.3.1 的 (2 分 别 注意 到 (2.3.6) 和 (2.3.5) 的 第 2 式 得 
到 | 
Fr) < max (f(x'), fx) 一 Fx ), 
fr < max {fC}, fF = fr), 
伺 这 两 式 是 六 央 的 , 定理 得 广 . 上 
拟 凸 现 数 的 以 下 一 些 性 质 与 凸 函 数 的 相应 性 质 相 类 似 . 
定理 2.3.4 设 3 世 oo 是 非 空 凸 集 ,六 :一 及 是 拟 凸 图 数 
(EE 7. 了 是 指标 集 }. 着 
A(x) = supfi(x), (2. 3, 7) 


823 三 之 凸 苛 数 -39 。 
则 /ss- 丸 是 拟 凸 国 数 . 
证 明 由 六 Ce 7 是 拟 凸 的 ,根据 定理 2.3.2 知 ,对 任意 的 < 
E 民 , 水 平 集 互 sc 一 位 后 3 s 扫 cj tf 和 了 是 目的 , 因 
此 ,由 和 定理 1,1.2 欧 2) 得 知 站 As c) 是 凸 集 . 任 取 < 
€E NHsFfi ch 则 .FoxyscetEDD 由 (23.7), 它 意味 着 /xz) 
< 故 得 
1 二 = NHs(f, £). 


由 于 对 任意 的 c ER 水 平 集 旧 st/ ce) 是 四 的 ,再 根据 定理 2. 3.2 
即 得 是 SS 上 的 拟 凸 铺 数 .1 
定理 2.3.5 设 /2 -一 尼 和 8: 只 -> 下 是 实 值 郑 数 ,并 和 
gE 二 f(x 十 域 ) (其 中 全 ESY), 则 了 是 拟 凸 函数 当 目 仅 当 对 任 
意 的 dE 六 ,gg 是 拟 西 细 数 ， 
证 明 利用 定义 2. 3.1 的 (1), 与 定理 2.1.8 的 证 明 类 做 可 得 
证 .中 
定理 2.3.6 设 h YY 一 民 是 拟 是 函数 ,g: R 一 民 是 非 减 茹 
数 ， Ax) 一 EC) 则 一 玉 是 拟 旧 表 数 ， 
证 明 和 任 陪 x 站 全 和 4E (0,1), 因 为 五 是 拟 上 是 的 和 gg 
是 非 减 的 ,有 
FA 十 (1 AF) 一 区 (CA 十 《1 一 AD22)) 
< glmax {hr ), 上 (ce 1 
一 max{g h(x)), gthlr?)))} 
一 max {fCx!), Ax:) 1, 
由 此 ,根据 定义 2.3.1 的 (1) 得 知 店 是 拟 上 囊 的 .有 
注 2.3.4 定理 2.3.6 与 定理 2.1.9 相 做. 但 要 注意 ,在 定理 
2. 4.6 中 并 不 要 求 g 具有 凸 性 或 拟 凸 性 . 
得 引进 男 一 类 由 广 淡 千 数 定义 的 广义 屿 函数 的 概念 . 为 此 , 先 
给 出 映射 的 Giteaux 导数 的 定义 ， 


.80 . 第 2 章 止 阔 数 和 凸 肌 射 
册 设 光 是 线性 拓扑 空间 . 
定 双 2.3.2 设 w: 富 一 多 是 有 映射 ,点 六 E.R. 车 对 任意 的 
dE .党 ,极限 


pd) = lim Ce + td PF (2. 3, 8) 
存在 . 则 称 三 点 x 处 是 Giteaux 可 所 的 ， 映射 Ps: -dd 
8) 称 为 是 v5 在 点 x 处 的 Giteaux 导数 .车 在 集合 人 SC 全 
的 每 一 点 处 都 是 Gateaux 可 微 的 , 则 称 g 在 S 上 是 Giteaux 可 
徽 的 ， 
特别 地 , 若 匀 用 展 册 1 十 coy 是 广义 实 值 本 数 ,点 2 七 
int(domD, 则 在 点 x" 处 的 Giteaux 导数 oa; 肥 -> 是 实 值 
质数 ， 
注 2.3.5 由 定义 23.2 易 知 ,对 于 xE .名 ,有 
FC0) = 0, (2, 3.9) 
prlad} 一 aptd), a te KR, (2, 3. 10) 


定理 2.3.7 设 f 党 一 RU 1! 土 0}) 是 广 闵 实 值 冰 数 ,点 x 
E int(dom 让 , 若 了 在 点 x 处 是 Gateaux 可 徽 的 , 则 了 在 点 z 处 
是 连续 的 . 

证 明 由 了 在 点 x' 处 是 Giteaux 可 微 的 按 定 多 2,3,2 可 知 ， 
对 任意 的 € 吉 ,极限 


1 1 fr + td) — fx') 
fld) = lim 


存在 , 据 此 ,我 们 有 
fxr + td) fr) = fed)t + olt), 


其 中 of :00 一 0). 记 一 中 十 地, 则 对 任意 的 8 记 0, 只 要 t 
充分 小 便 存 在 x* 的 邻 域 UCx") ,使 


[fory — fo) |= [feta ol | YYx EUC'), 


$32.3 广 涉 西联 数 "81: 
于 是 ,由 定义 2.2.1, 即 知 f 在 点 x" 处 是 连续 的 .[ 
以 下 介绍 线性 拓扑 空间 上 的 的 凸 通 数 类 . 
定义 2.3.3 设 SC 宅 是 非 空 开 占 集 , 实 值 函数 FS 一 尺 
是 Giteaux 可 徽 的 . 
《1) 若 有 
1 0 Yrxl, x tt€ 8, 
(2.3.11) 


则 称 了 上 是 集合 3 上 的 盆 凸 函数 ,或 消 数 了 在 5 上 是 俯 册 的， 
(2) 车 有 
fr) fd 0 Yr, rES,¥ FY 
(2. 3. 12) 


出 称 /是 集合 S 上 的 强 伪 西 坪 数 , 或 函数 了 在 S 上 是 强 盆 品 的 . 
(3) 若 有 
1 fr fr RD Yr,x ES 
C9. 3. 1j3) 


则 称 f 是 集合 5 上 的 次 伪 西 阳 数 ,或 函数 在 S 上 是 次 伪 吓 的 . 
若 一 /是 5 上 的 ( 强 , 次 ) 盆 西 了 旺 数 . 则 称 /是 S 上 的 ( 泽 , 次 ) 
仿 四 函数 ,或 了 在 95 上 是 ( 强 , 次? 伪 凹 的 . 
图 2. 3. 2 的 (a)、(b) 和 (ce) 依次 是 单 变 量 的 伪 唔 泪 数 . 强 伪 凸 


~ ~ Y 


y= y= f(x) y= fr) 


一 


ad 
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图 数 和 次 仿 凸 施 数 的 图 象 . 

注 2.3. 在 定义 2.3.3 中 辕 定 x 二 x 人 ES5S, 令 x 二, 则 对 
应 于 定义 2.3.3 的 (])、(2) 和 (3), 依 次 称 了 在 点 x? 处 相对 于 和 集 
合 S 是 的 四 的 、. 强 父 凸 的 和 次 的 凸 的 . 

注 23.7 由 定义 2.3.3 不 难得 知 , 若 了 是 $ 上 的 强人 擅 吓 
(四 ? 晒 数 , 则 了 是 3 上 的 伪 丁 (四) 靖 数 和 次 伪 凹 ( 凹 ) 冰 数 ,但 反 
之 不 然 ， 

注 2.3.8 对 于 有 限 维 Euclid 空间 Rr 中 开 止 集 5 上 的 可 微 
负数 f;: S 一 上 ,由 定义 2,3.2 有 可知 ,了 在 点 x' 处 的 Gateaux 导数 
在 了 一 归 一 % 处 的 值 fx? 一 xz), 即 为 了 在 点 x! 处 沿 方 向 d= 
x 一 Xx! 的 方向 导数 , 故 有 Cr 一 工 ) 一 VHCxD7TCX? 一 Xx) (其 中 
Vflx') 是 了 在 点 六 处 的 梯度 ) 这 时 ,了 在 3 上 是 的 凸 的 意味 着 


ED 0 
了 在 S 上 大 强 坊 凸 的 意味 着 
fr) fr Vr) (FF) 
YX 
了 在 S$ 上 是 次 伪 凸 的 意 即 
fry) > fr VHD UY RO Vr EDS. 


下 面 的 定理 指出 ,线性 拓扑 空间 上 Giteaux 可 微 的 廿 消 数 和 
强 凸 函数 分 别 也 是 掏 严 函数 和 强 均 凸 冰 数 . 

定理 2.3.8 设 3 己 . 呈 蚌 非 空 开 凸 集 , 六 一 及 是 Giteaux 
可 微 的 . 

(1) 若 了 是 3 上 的 凸 冰 数 , 则 了 是 $S 上 的 的 凸 范 数 和 次 擅 山 
汞 数 . 

(2) 若 了 上 是 3 上 的 强 四 函数 , 则 了 是 S$ 上 的 强 伪 凸 肾 数 ， 

证 明 (1) 因 了 是 3$ 上 的 凸 阔 数 , 按 定义 21.1 的 (1) ,对 于 


tr 


$z3 广 秘 凸 耳 数 “ 83 。 
任意 的 康 , 庆 志和 任意 的 :EE (0, 1), 有 
FR HH ED Oo FO) = fx Rl) - fr) 
xD Cf) Oo fx) 
= tf x) 一 Ce |]. 
由 此 , 接 定义 2. 3.2 得 
fx! tx? x — f(r) 


fu Kim 
Pe 了 


< fr) Co fr'), (2.3.14) 


依据 (2.3. 14)7 ,从 Ax 计 了 (x) 有 即 可 推出 Cx 一 x1) 过 0, 于 是 
按 定义 2.3.3 的 人 1) 得 知 , 了 是 占 上 的 伪 凸 函数 

又 据 (2.3. 14) ,从 产 x) 守卫 (x 可 以 推出 fCx! 一 xz 守 0， 
故 接 定 义 2.3.3 的 (3), 即 知 了 是 SS 上 的 次 伪 西 防 数 . 

(2) 与 (1) 的 证 明 类 和 似 , 由 定义 2.3.2 和 定义 2.1.1 的 (3)a 
以 推 知 ,对 任意 的 .x* ES,x: 关 x 有 


PE Ox) < fr) — fr). 


由 此 ,从 A) 宇 /(r?) 可 推出 站 x 一 X11) 之 0, 共 由 定义 2.3.3 
中 的 人 2 , 即 得 了 是 $ 上 的 强 伪 是 函 数 .中 

以 下 讨论 痛 数 的 伪 西 性 与 拟 凸 性 之 间 的 几 个 关系 . 

定理 2.3.9 设 $SC 当 是非 空 开 凸 集 ,f :SR 是 Giteaux 
可 微 的 . 

(1) 车 是 S$ 上 的 伪 吓 函数 , 则 是 5S 上 的 严格 拟 凸 函数 ， 

(2) 若是 SS 上 的 伪 凸 沼 数 , 则 是 5 上 的 拟 凸 隙 数 . 

证 明 《1) 用 反 证 法 ,人 息 设 了 在 3 上 不 是 严格 拟 凸 的 , 则 由 年 
义 2.3.1 的 (2) 得 向, 存在 x x 所 S， Fe 天 Fr 对 某 如 乓 
0.1) 有 


fA 十 (1 AxD SE max (f(x), fOr)}. (2,3,.15) 
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不 妨 设 
Fx) > fr?), (2. 3. 16) 

则 从 (C2. 3. 157 天 

fOr A A fOr.  (2.3.17) 
由 5S 是 凸 集 ,f 在 闭 线 段 [x', x:] CS 上 蚌 Géteaux 可 微 的 ,根据 
定理 2. 3.7, 它 在 该 线段 上 是 连续 的 , 因此 ,fF 在 Lx',， x*:] 上 有 最 大 
值 . 从 {2.3-.17) 和 加 十 忆 一 机 x EE Cx',， xX:) 可 知 ,该 最 大 和 值 可 
在 (x'， xz 内 到 伸 ,于 是 存在 点 误 E (8 请 )， 对 任意 的 上 E (0，1) 
有 


区) fF tr! — Xx)),， 
AF) 六 着 下 十 区 2 — TE)). 
据 此 ,由 (2. 3. 8) 得 
Fl 二 tn I) f¥) 2 


f(r! 一 im 一 一 一 = 
站 


‘2.3.18) 


se 
f(x 一 着 ) = lim A 一 了 .0. 
tr 


{2.3.19» 
设 五 二 x! 十 (1 一 0x (其 中 AE€ (0,1)), 则 
1 一 


;一 上 2 TY. 
充 3 《 xT) 


于 是 .由 上 2.3.18) 和 (2.3, 19)7 利 用 (2. 3.10) 有 


0 x)= | 一 1 tx — 1) 


i—i 


六 人 一 训 ) 六 人 0 


42.3 广 兴 凸 臣 数 * HS. 
从 而 得 
(rz 一 元 ) = 0. (2. 3. 20) 
因为 已 知 了 在 3 上 是 的 凸 的 ,所 以 由 (2.3.20? 可 推 知 A(X)》 起 
上 并 否则 ,大 7X) 全 /A(X 由 定 疼 2.3.3 的 (1) 得 让 (x: 一 计 ) 
之 0, 与 (2.3.20) 牙 盾 ), 注意 到 (2. 3.16) 得 fx) > 了 ()，, 因为 f 
蚌 连 续 的 ,这 与 A(X) 是 (x1，x') 中 的 最 大 什 相 子 盾 . 
(2 由 了 在 3 上 是 Giteaux 可 微 的 , 它 在 $ 上 是 连续 的 ,从 而 
也 是 下 半 连 续 的 . 于 是 ,由 已 证 得 的 (1) 和 定理 2. 3.3, 即 知 了 上 在 3 
上 是 拟 西 的 .1 
定理 2.3.10 设 SC 避 是 非 空 开 凸 集 ,f;S 一 RR 是 
Giteaux 可 币 的 . 若是 5 上 的 强 伪 是 应 数 , 则 是 5S 上 的 强 拟 四 
晴 数 . 
证 明 用 上 反 证 法 ,假设 了 在 5 上 不 是 强 拟 吓 的 ; 则 由 定义 
2. 3.1 的 (3) 得 知 , 存 在 ,天 ES,X! 关 ,对 某 个 X42E€ (0,1) 有 


fAR Tm Dx) max{f(r), F(x)). (2.3.21) 


设 让 二 A 十 人 器 一 四 习 关于 ,由 (2.3.21) 有 三 (六 7AX'), 于 
是 根据 f 是 强 伪 凸 匡 数 , 按 定 交 2. 3.3 的 (2) 得 


及 (了 一 下 一 0. C2. 3. 22) 
同 理 ,从 {2.3.21) 有 J/(X) 六 f(X?), 从 而 又 得 


fF? ~ KE) < 0. 《2. 3. 23) 


因为 x 一 二 .1 = 4 Fz: 一 王 ) ,所 以 由 (2. 3. 22) 和 (2. 3. 23) 利 用 


C2. 3. 10) 推 知 


0 > fT ~ 二 lf) > 0, 


导致 牙 盾 .有 
定理 2.3.11 设 SCR 是 非 空 开 西 集 ,f;S 一 请 是 


| 
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atecaux 可 组 的 , 则 了 是 3 上 的 拟 上 是 顶 数 当 百 仅 当 了 是 3 上 的 次 
鸭 凹 郴 数 . 

证 明 必要 性 . 由 了 在 3 上 是 报 凸 的 , 按 定 六 2.3.1 的 (1) 
知 , 对 和 伍 意 的 x ;x 5S 和 任意 的 4€ (0,1) 有 


AM i (1 Ar) EE max {f (x), f(r)}. 
设 了 (x) 守 AF}, 队 上 式 知 
fx 十 ME ~ X11))- fr!) 
= Ax) 0 
据 此 ,由 定义 2. 3. 2 得 到 
Fx ACK? 一 3) 一 7Cxl) 


fo i) = im 一 一 一 一 一 一 一 芝 0 
由- 


于 是 , 按 定 交 2.3.3 的 (3? 即 知 了 在 3 上 是 次 伪 凸 的 . 

充分 性 , 已 知 了 在 3 上 是 次 的 凸 的 ,用 反 证 法 ,假设 了 在 3 上 
不 是 拟 凸 的 - 从 后 背 由 定 文 2.3.1 中 的 纪 ) 可 知 , 存 在 这, 这 毛驴 
和 加 万 0， 中 有 


TAX tC A TL) max(f (x), FR)). 


(2. 3. 24) 
款 为 8 是 凸 集 . 故 
x EE (2. 3. 25) 
更 设 fx) 守卫 ( 语 ), 从 (C2, 3.24) 各 (2.3.25) 可 得 
FY) ERD) fx). (2. 3. 26) 


由 于 了 在 3 上 是 次 爸 贞 的 ,根据 (2. 3, 267 和 定 尽 2.3.3 的 (37 推 
知 


一) 0 六 (一 下) 雪人 


82.3 广义 西 责 数 . 87 . 
由 《2.3.256),; 有 一 x 一 (1 一 加)(X! 一 KK) 入 一 x 一 
加 ( 妃 一 ), 代入 以 上 两 式 , 注 意 到 (2.3.10) 有 fr! 一 天) 态 0 
和 站 5 其 -- 证) 夸 0， 从 而 得 


fn(x’ — XT) = 0, (2. 3. 27) 
所 
A =inf{a€ 00, 11fAR + (1 Oo— Vr) EA)), 
(2. 3. 28) 


刚 有 让 全 0. 事实 上 ,车 及 = 二 0, 网 由 /在 S 上 是 Gateaux 串 微 
的 ,根据 定理 2.3.7, 它 在 $S 上 是 连续 的 ,从 而 也 是 下 半 连 续 的 . 由 
定理 2.2.5 的 (1) 和 (3) 知 ,了 = frE SA 安 7GE0D)) 是 闭 集 . 
据 此 , 设 {A EL 太 机 十 (1 一 和 ?22 和 天 ,并 县 太一 六 一 0 
(有 -= so， 则 交 计 十 (1 一 有 8- 有, 即 有 ts)， 
它 与 (2. 3. 26) 相 耳 盾 . 现今 


二 十 (一 x (2. 3. 29) 
则 x EE (x x), 并 月 由 (2.3.28) 有 
fx) SE AF), (2, 3. 30) 
另外 ,由 (2. 3. 28) 知 
FY > fF) YX E Cx, x"). (2, 3. 31》 
从 了 在 5 上 是 Giteaux 可 微 的 ,根据 中 值 定理 “, 有 
Fi Ax) = f(x ~ ), 


其 中 说 E (x'， x ), 由 (2.3.25) 和 (2.3.29) 知 x 一 x 一 《1 一 
WCE 一 ), 代入 上 式 并 注意 (2. 3. 10) ,得 


fry 一 FE = NE OR). (2.3,32) 


奏 EE Cx x") 和 (2.3.31) 知 了 (CF < 之 了 (X), 又 ?也 是 和 说 的 
凹 组 合 ,因此 对 (2.3.26) 至 (2. 3.27) 以 替换 x?, 可 以 推 得 
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fr XC— EI) 一 0， 


将 它 代 人 (2.3.32), 再 注意 (2.3,.30), 便 得 /fix”) 一 Fr) 所 
了 (xX) ,这 导致 与 (2. 3. 26) 开 盾 . i 


$ 2.4 四 映射 和 广义 凸 映射 


现在 将 函数 的 凸 性 概念 推广 到 瞻 射 的 情况 ,论述 四 映射 和 广 
多 西 上 映射 及 其 有 关 性 质 和 关系 . 由 于 映射 值 空 间 上 的 序 由 该 空间 
中 的 锥 来 确定 , 故 论 述 映射 的 凸 性 要 依赖 于 相应 的 序 欠 . 因此 ,有 
关上 四 上 映射 也 称 为 锥 凸 映 射 ， 
设 z 是 线性 空间 ,多 是 序 线 性 拓扑 空间 . 除 特 别 说 明 外 , 下 
所 多 是 内 部 非 空 的 尖 闭 凸 维 ,多 中 的 序 由 天 确定 ， 
先 介绍 锥 凸 有 映 射 类 . 
定义 2.4.1 设 5CY 是 非 空 凸 集 ,q: 3 一 多 是 映射 . 
(1) 若 对 任意 的 入 E (0，1) 有 
hp 十 【1 Vp) — pA (1 — Vx)EK 
Yr 
则 称 2 是 集合 3S 上 的 天 -本 映射 ,或 映射 ?在 3 上 是 天 - 凸 的 . 
《2) 若 对 任意 的 4E (0, 1) 有 
AgxD) Co Dp) — gar + (1 CO— Wx) 
忆 intK | K\{ 0}) Wiis XE SS, HO) FE wr), 


《2. 4. 1 》 


(2. 4. 2) 


刚 称 wg 是 集合 5S 上 的 扩 - 严 格 西 映射 (区 -次 严格 三 映 射 ) ,或 映射 邓 
在 S 上 是 下 -严格 山 的 ( 民 - 次 严 柯 贡 前 )， 
(3) 车 对 任意 的 六 (0, 1) 有 
MD 十 1 一 和 WE — qa + (1 — x) 
人 int 届时 有 和 和 有 洋 拉 ， 
则 称 > 是 集合 3 上 的 天 - 强 西 映射 ,或 映射 9 在 95 上 是 天 - 强 古 的 ， 


{2.4. 3) 


#3 2.4 凸 爱 射 和 广 秘 凸 遇 身 < 和 由- 
注 2.4.1 由 定义 24.1 直 接 可 知 , 凸 和 集 上 的 去 - 强 凸 映射 也 
是 天 -上 是 的, 关 - 严 格 凸 的 和 才 - 次 严格 凸 的 ,反之 不 然 . 但 是 ,天 - 严 
格 思 蚂 射 却 不 一 定 是 天- 凸 映射 . 
注 2.4.2 特别 地 ,在 定 久 2.4.1 中 ,; 当 多 一 R* 和 天 = RR* 
(mn 之 1) 时 ,gp 二 了 ;5S 一 RR" 是 向 量 函 数 .了 在 SS 上 是 R*- 凸 的 , 虹 对 
任意 的 和 (0, 1) 有 


AFf tx C—OFD fo to Vr) EE Re, 
或 即 
了 Caxl 十 《1 Ax) 
< AZ + CAF 是 和 和， [2. 4, 4) 


这 时 , 称 为 S$ 上 的 旺 向 量 洲 数 , 将 上 述 向 量 不 等 式 (2.4.4) 与 
《2, 1. 1 对 比 可 知 ,f 是 3S 上 的 凸 向 量 浇 数 也 即 它 的 每 一 分 量 函 数 
在 S 上 是 凸 的 . 同样 地 , f:S 一 R" 在 5 上 是 RI- 严格 是 的 LR*- 强 
凸 的 ), 即 对 任意 的 *E (0, 1) 有 


Fr 十 (At A 十 (1 一 AF xr) 
yr, x EH, fr) FA fr) Cr! A x ), 


并 称 了 是 5 上 的 严格 ( 强 ) 贞 向 重 孙 数 . 这 时 ,了 的 每 一 分 量 函 数 在 
S 上 是 严格 ( 强 ) 凸 的 . 显然 , :5 习 R” 在 S 上 是 RI- 次 严格 凸 的 ， 
也 即 它 的 每 一 分 量 函 数 是 凸 的 ,并 县 至 少 有 一 是 严格 凸 的 .各 多 
一 屎 和 到 二 玉 - ， 则 由 定义 2.4.1 利 定义 2.1.1 可 知 , 扩 3 一 丸 是 
民 ,- 凸 的 , 即 了 上 是 3 上 的 西 函 数 ,7 5 一 丸 是 尺 , -严格 凸 的 和 玉 +- 
次 严格 凸 的 , 即 了 是 8 上 的 严格 廿 函数 ,而 f:S 习 及 是 RR+- 强 凸 
的 , 即 ff 是 5 上 的 强 凸 羡 数 . 

以 下 给 出 有 关怀 -是 映射 的 几 个 基本 关系 . 

定理 2.4.1 设 SCY 是 非 空 凸 集 ,gp: S 一 多 是 映射 . 

(1) 攻 8 是 5S 上 的 下 - 症 映 射 , 则 qx5) 所 密 是 天 - 止 集 . 

《2) 车 p 是 5S 上 的 KK- 强 古 映 射 , 则 KS) 己 名 是 严格 下- 
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是 集 . 

证 明 (1) 由 S 关 绢 知 9S) 关 名 . 车 (5S) 是 单 点 集 ,由 定义 
1, 4.4 可 知 它 是 六- 凸 集 , 现 设 gC5) 至 少 包 会 两 个 点 , 任 取 六 
E gtS), 则 存在 式 , x? ES 使 


y= XRD), y= pk), C2, 4. 5) 
因为 S 是 凸 集 , 故 对 任意 的 4E (0, 1) 有 
4 十 (1 一 Ar ES. {2.4.6) 


义 p 是 5S 上 的 大- 三 映射 ,由 定义 2.4.1 的 (1) 知 
MKXD 十 (1 Der) CC— Hr 二 0 Vr) EK. 
据 此 ,由 (C2. 4.5) 和 (2.4. 6 得 到 
A DE AS) + KR, 


所 氛 按 定义 1.4.4 便 知 gS) 是 大- 囊 的 . 

C20 与 (1) 的 证 明 类 似 . 利用 定义 2.4.1 的 (3) 和 十 疼 1. 4.5 
时 订 得 证 .| 

定理 2.4.2 设 5 呈 区 是非 空 止 集 , 则 or 5 一 多 是 天 - 凸 跨 
射 当 且 仅 当 对 任何 正 整 数 普 芝 2 和 任意 的 之 0 得 一 1 了) 


Si = 1]， 有 
tn | 


S Apc) 一 9| > xz| EK YE XE SD, 


1 一 1 


C2, 4. 7) 


证 明 ”充分 性 . 在 (2.4.7) 中 取 mr 二 2, 由 定 交 2.4.1 中 的 (1) 
即 知 是 3 上 的 大- 凸 映射 . 

必要 性 . 用 数学 归纳 法 ,与 定理 2. 1.1 证 明 中 的 必要 性 部 分 类 
似 , 由 定义 2.4.1 的 ) 注 意 到 天 是 凸 锥 即 可 得 证 . 

定理 2.4.3 设 3SC% 是 非 空 凸 集 ,着 8p: 5 一 多 是 太 - 山 映 


ra rr 


2.4 廿 肝 射 和 广 刻 凸 贞 射 + 91， 
射 , 则 对 任意 的 < E 多 ,下 -水 平 集 Hslg, cyr = 位 和 Se 一 
(XY) E 天 | 是 凸 集 ， 
证 明 和 任 取 x ,x EE Hs(g, cx 所 SS, 则 有 
c— x), co— px) GE 天. (2. 4. 8) 


因为 $ 是 凸 集 , 故 对 任意 的 4 和 (0, 1), 有 x' 十 (1 一 Dx? ES 
由 于 是 5S 上 的 天 -上 瑟 映 射 , 按 定居 2.4.1 的 (1) 知 


hx + (1 Co Dr) — prt i Dx) EK. 
据 此 ,由 (2. 4. 8) 注 意 到 天 是 凸 锥 ,有 
cc— par io DE Ar Oo Co pr) 
一 下 十 hc 一 xD) 二 (1 一 DEe — por’) ] 
CK+MR+ 1— DK 
二 下 十 KCK. 


于 是 ,得 到 ia' 十 (1 一 为 娠 乓 五 :Ce cx 因而 由 定义 1,1,1 即 知 
五 sp cx 是 凸 集 , [ 

注 2.4.3 当 多 一 丸和 天 一 玉 时 ,pp= f:S > RR 是 实 值 函 
数 ,R,- 水 平 集 即 水 平 集 ， 


Hslfs con, = {x€E SIc— fr) € RR) 
= 位 和 Sr Se) = 五 :CA c). 


这 时 ,定理 2.4.2 和 和 定理 ?2.4.3 分 别 即 是 定理 2.1,1 和 定理 
2, 1. 2, 

为 讨论 玉 - 西 映射 和 丽 - 严 格 西 了 映射 之 闻 的 关系 ,下 面 引入 峰 
射 的 天 - 半 和 连续 性 概念 . 设 受 是 线性 拓扑 空间 . 

定义 3.4.2 设 集 侣 人 3 慷 .有 非 空 , 3 一 多 是 上 映射, 天生 多 
是 非 平凡 锥 . 若 对 任意 的 e E 多 ,天 -水 平 集 


Hslg, Oxr= {rt ESIc— Hr) Eel 天 | 
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是 闭 集 , 则 称 y 是 SS 上 的 天- 半 连 续 映射 ,或 映射 gg 在 S 上 是 天 - 半 
连续 的 ， 

注 2.4.4 设 多 一 RR 和 下 二 及 R;， 由 定义 2,4.2 可 刘 P8 二 了 在 
5S 上 是 R;,- 半 连续 的 ,意味 着 R, -水平 集 Hs(f, Or, 一 x€ 
Slc -— A(x) Ri} ,也 即 水 平 集 Hs(f,c) 一 {x ESIfx) 志 c) 
是 闭 的 . 由 定理 2. 2. 5 的 (1) 和 (3) ,这 就 是 函数 了 在 S 上 是 下 半 连 
续 的 , 同 理 ,六 在 5S 上 是 R.- 半 连续 的 , 意 即 {xE51fC(x) 之 c} 是 闭 
集 , 于 是 由 定理 2.2.6 的 (17 和 (3), 也 即 函 数 了 上 在 $ 上 是 上 半 有 连续 
的 . 

定理 2.4.4 设 S 筷 < 滨 是 非 空 凸 梨 . 若 o: 3 一 光 是 天 - 半 连 
续 的 天- 严格 凸 上映 射 , 则 2 是 3 上 的 天 - 凸 映射 . 

证 明 ” 设 对 任意 的 x ,x 亡 S 有 FX!) 关 lx?), 由 8 在 S 土 
是 天 -严格 凸 映 射 , 按 定 交 2.4.1 的 (2) 有 


hg 十 (1 一 he pr + (1 Mx) E intK CK. 
因此 ,由 定义 2.4.1 的 (1);, 即 知 y 是 天 - 山 映 射 . 

设 存在 ;六 ES 使 HX') = WY), 用 反 证 法 ,假设 9 在 3 上 
不 是 到 - 凸 有 映射, 则 按 定 六 2.4.1 的 (1) 可 知 , 存 在 如 EC0,，1)， 有 
MPED) TF OPED) Ch CE Kk. 

仿 训 二 加 十 《1 一 加} 下， 则 得 
PL) 一 lx) EK. (2. 4. 9) 
IC 
X= in A, 1 FD) ~— pAW + (1 Nx) EK 
(PD, 4. 10) 
网 及 加 {否则 , 若 有 = 为 ;由 FP 在 S 上 是 大- 羊 连 续 的 , 按 十 
94.? 和 Hsp, pF = (ESIAT) 一 2 EE KK} 是 闭 


集 ， 由 此 , 设 iA} CC CA, 1j， 如 天 1 十 {《 如》 天 本 Hs(F, 天 JR 
-下 刺 一 而 使 -co)， 则 有 入 下 十 人 1 一 AM 本 一 0 王 十 人 一 加 证 
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C Hs(g， YF ))k, 故 得 光 瑟 ) 一 yx") EE 天 ,这 与 (2, 4 9) 相 子 
盾 ). 理念 
和 — A 工 ! 十 《1 _ A') TF:, 
由 《2. 4. 10) 和 妈 全 加 敌 
HT) px) RK Yr EE Cr', x). (2. 4. 11) 
任 取款 E (Cx, x}, 则 TE (Fl, x), 记 T= 产生 十 1 一 Hr'{g EE 
(0, 1)) ,由 {2.4.9) 有 9F') 关 x”), 因为 g 是 KK- 严 格 同 映射 ,所 
定义 2.4,1 的 {2} 知 
FRIE ppTIF A pr) intKk. (2.4.12) 
另外 ,因为 大 后 (x,), 记 xXx? 二 vv 十 (1 一 办 庆 (y EE (0; 1)) ,从 
(2.4. 11) 有 9XT) 关 PE) 一 开标 )， 所 以 由 9 是 天 -严格 凸 的 又 知 
PC E vAT) 十 【1 CO— WKY 一 intK, 
即 
PID E rE (I Mopr)} intK. (2.4.13) 
作 v(2.4.12) 十 (2.4.13), 有 
potT) 十 Px) EE [vp x!) 二 v1 一 站 2》 一 intK | 


+ gE) + (1 — Wer) — intK ], 
即 
(lv vp EE Cv AF) — intKk, 

从 而 得 qx! 一 g(x*) € int 玉 ,这 导致 与 (2.4. 9) 相 矛盾 .[ 

注 2.4.5 当 多 一 丸和 天 = 民 时 ,定理 2.4.4 即 定理 
2. 1. 3. 

以 下 阐述 锥 拟 凸 映射 类 . 

先 引进 向 量 组 的 锥 界 集 概念 , 借 盈 它 给 出 锥 拟 凸 映射 类 的 定 
义 . 
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定义 2.4.3 设 y，…, 六 Em 之 2). 若 3E 站 (十 天 )， 
并 且 不 存在 y€ 们 (y 十 天 ) 使 得 
3—y€ KRK\I0), 


则 称 3 是 向 量 组 {yy*} 的 居 - 界 点 . fy!，…,y"} 的 所 有 天 - 界 
点 组 成 的 集合 称 为 它 的 下 - 界 集 , 记 作 天 -bou{y!,，…，y"}. 

注 2.4.6 对 于 给 定 的 六 ;让 扎 乡 ,由 intKK 壮 闻 可 以 推 
得 门 (y 十 尺 ) 关 名 ,并且 由 必 是 尖 闭 凸 锥 不 难得 知 月 (7 十 天) 
是 天 -有 界 和 天- 闭 的 (网 文 献 [27] 的 定义 3, 3. 2). 据 此 ,由 文献 
[27] 的 定理 3.3.6 可 知 {yy ，…，,y"} 的 下- 界 集 是 存在 的 . 

定义 2.4.4 设 S CW 是非 空 西 集 ,p; 8 一 到 是 映射 . 

(1) 着 对 任意 的 4 (0, 1) 有 


EK -bou{yp)}. p(X))}— par + (1 Wx) CK 
YY ,xX ES, 《2. 4. 14) 
则 称 p 是 集 台 8 上 的 天 - 拟 凸 喘 射 ,或 映射 wp 在 S 上 是 天- 拟 凸 的 . 
(2) 若 对 任意 的 4 皇 (0,，127 有 
KR -- boulekxzly pr to gaxrlt (1 Oo Mx) int 天 (下 NT 人) 
Yr x ES, AK) FE POY), 《2. 4.15) 


则 称 8 基 集合 5S 上 的 多- 严 社 按 西 映射 (天 - 闫 严 千 所 同上 映射 ) ,或 
映射 wm 在 S 上层 扩 - 严 格 氢 晤 的 (KK- 次 严格 拟 西 的 ). 
(3 若 对 任意 的 1 各 (0,， 13 有 有 


下 一 bou{fgxl)}, pr} — par (1 Co OX) CTC intk 
Yr ES, x ET, {2.4.16) 


则 称 征集 合 S 上 的 天 -大 拟 凸 映 射 , 或 喘 射 在 5 上 是 天 - 强 氢 
目的 . 


$2.4 上 屿 贞 射 和 广 凸 映射 “95 。 
注 2.4.7 从 定义 2.4.4 直接 本 以 得 知 ,上 山 集 上 的 天 - 强 拟 凸 
映射 也 基 天- 氢 凸 的 天 :严格 拟 丁 的 和 天 -次 严格 拟 凸 的 ,又 天 - 严 
格 氢 凸 映射 也 是 民 - 次 严格 所 是 的 ,反之 不 然 . 然而 ;下 -严格 拟 凸 
映射 却 不 … 和 罕有 是 天 - 拟 凸 映射 . 
注 2.4.8 在 定义 2.4.4 中 当 久 = 一 尺 和 KK 二 R_ 时 ,多 一 了 
3 一 多 是 实 值 函数 . 这 时 ,因为 
MF) + R= [max{f G0), flr)}, + oo}, 
由 定义 2. 4.3 可 知 
R.— bou{f x), fr) ) -= max {fr ), fx. 
于 是 , 定 六 2.4.4 中 的 人 2. 4, 14 好 
far + 1 — Dx) < max (fr), fr) 
YY MX . 
对 照 定义 2.3. 1 中 的 (2. 3.1), 便 知 呈 ;- 氢 凸 映射 即 氢 西 归 数 . 同 
理 ,R,- 严 格 拟 癌 上 肌 射 和 R. -次 严格 拟 凸 映射 (这 时 二 闭 等 辣 ? 即 
严格 拟 凸 医 数 , 尽 , - 强 拟 凸 映射 即 强 拟 凸 函数 ， 
注 2.4.9 在 定义 2.4.4 中 当 多 二 R" 和 天 一 R* (m 之 2) 
时 ,9 一 了 .3 -> R" 是 向 量 峭 数 . 设 (XY) 二 CD Fa CRY) 
Qi 一 1，2), 则 
maAax (fCx!) ' x) } 
NSA + R= : 十 RT， 
max {fu (Cx), fn lx)} 
于 是 由 定 放 2. 4. 3 可 得 知 
max {A(x'), Cx)} 
R" 一 bou{/f tx'), fc 一 : 
max {fn (xX), fu x?)} 
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据 此 ,由 定 交 2,4,4 的 忆 ) 可 知 ,f 了 是 SS 上 的 Ri- 拟 凸 映射 即 对 任 
意 的 x' ,x 蕊 SS 和 任意 的 AE (0,1) 有 


六 CE 1 DX) Emax {fix), fr), i = 1, ,mm. 


对 照 (2. 3. 1) 得 知 ,这 时 了 的 等 一 分 量 函 数 均 是 3 上 的 拟 凸 函数 . 
同 理 , 了 是 -严格 拟 目 映射 和 R?- 强 所 是 映射 也 即 它 们 的 分 量 
函数 分 别 都 是 严格 拟 凸 函数 和 强 拟 西 函数 ,而 了 是 RF- 次 严格 拟 
凸 映 射 即 它 的 每 一 分 量 都 是 拟 凸 尊 数 并 且 其 中 至 少 有 一 个 是 严格 
拟 凸 函数 . 
锥 凸 喘 射 类 和 弘 拟 凸 上 映 射 类 有 如 下 相应 关系 . 
定理 2.4.5 设 SC%Y 是 非 空 凸 集 ,9: S 一 多 是 映射 . 
(1) 若 8 是 3 上 的 关 - 凸 映射 , 则 ?是 3S 上 的 天 - 拟 凸 映射 . 
(2) 若是 3 上 的 天 -严格 凸 映射 (天 -次 严格 凸 映 射 ), 则 gg 是 
S 上 的 天 -严格 拟 西 既 射 (天 -次 严格 拟 凸 映射 ). 
(3) 若 g 是 $ 上 的 天 - 强 凸 映射 , 则 98 是 5 上 的 天 -强拆 凸 映 
射 ， 
证 明 (1) 由 于 ww 在 $ 上 是 天 - 贞 的 , 按 定 义 2.4.1 的 (1) 可 
知 , 对 任意 的 x!, x? ES 和 任意 的 4E (0, 1) 有 
hp(r) + C1 Dr) — HAA Oo Dr) EK, 
或 即 
BaMxzl 十 【1 一 jx EMCt + (1 Co pr) — K. 
(2.4. 17) 


依据 定义 2.4.3, 对 任何 了 E 天 一 bou{YX')，9X?)) 有 3 了 EE 
但 (glx) 十 KK), 因而 
K— boulplx), Px) IC HxX) TK,i=1,2, 


故 
ox) EK boulgpx), Pr) ) 一 天 ,一 1，2. 


据 此 ,由 (2.4, 17) 得 


和 24 凸 映 射 和 广 久 西 映射 “97 。 


pia + 1 CO— Vx}E AK — bou(glx), 202) ~ K) 
十 人 1 一 四 | Ko bou!{ gx), 
px 一 站 | 一 天 
=K bouigx), px 一 天 一 天 


CK boulpxr), rx) }— K, 
从 而 l 
K 一 bou fp pr)}— gar (1 ~ Vx) TK. 
因此 ,由 定义 2.4.4 的 (00); 即 知 8 在 S$ 上 是 太 - 拟 凸 映射 ， 
(2) 和 (03) 与 (1) 的 证 明 类 似 .[ 
以 下 给 出 有 关 锥 拟 廿 贞 射 的 两 个 基本 结果 . 
定理 .4.6 设 $ 忆 XY 是 非 空中 集 , 则 g:S 习 光 是 天 - 拟 册 
上 映 射 当 且 仅 当 对 任何 下 整数 x 空 2 和 任意 的 入 守 0 (二 1， …， 


ms Si 一 ] ,有 
一】 
K -~ bouv {p(x DD), VC ) | Da CK 
i=1 


YXx, = 全 入。 (C2. 4 18) 


证 明 ”充分 性 .在 (2.4.18) 中 取 澡 二 2, 由 定义 2.4.4 中 的 (1) 
可 知 9 是 S$ 上 的 天 - 拟 廿 映射 . 

必要 性 . 再 数学 归纳 法 证 明 , 当 可 一 2 时 ,从 (2.4.14) 和 
(2.4. 18) 成 立 . 现 设 库 委 天候 裕 2 是 正 整 数 ) 时 (2.4. 18》 成 立 ， 
以 下 证 明 (2.4. 18)》 对 二 加 一 上 十 1 成立. 不 失 一 般 性 , 设 入 之 0 


G 1， ,十 1 信人 一 1( 若 有 某 个 太一 0, 则 疾 委 入, 由 假设 


《2, 4.18) 成 立 )?， 则 有 1 一 tl 一 之 从 > 0, 记 之 /Nt 一 《1 一 
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是 


| A 
jx 由 疡 SS 和 SS 是 山 集 ,有 二 人 。 Ti EES. 由 于 已 
知 g 在 S 上 是 天 - 执 凸 的 ; 按 定 义 2,4.4 的 (12 得 知 

K — bou {ptr), px ODO)— Phxti tt (1 Oo hx) CK, 


或 即 


， re Cy Dx 十 大 ， 


C2. 4.19} 


A 


一 A 


K— boulg 2 7 


不 
另外 ,由 > 二 全 一 ~ 1 和 归纳 法 假设 (2.4.18) 对 于 w 一 成 
rl Ar1 
下 站 
K — bou {g(x 7, PCxo} 一 是 TK 
CD. 4. 20) 
因为 显然 有 从 Cpc 十 天 ) 己 闪 (glx') 十 下) ,及 以 由 定义 2.4.3 
可 以 推 所 
K — bou (glx) ,so PCV), GCT) 
CK boulglr), , p(x)} + K. 


利用 C2. 4. 20) 并 注意 KK 是 西 锥 ,得 到 


K 一 bou {gex), *, Pr) CT + 天 


出 定义 2.4.3 知 
K ~ bou {plc')s 12s PXT!) 1CA (ger) +K) 


CE + Kk, 


和 


之 4 西 映射 和 广 浆 西里 射 “99 ， 


从 而 
KC— boulglx), +, prtt!)) 


C BG > 计 * | 十 | 门 【eg 十 长 1 
又 从 定义 2.4.3 易 知 


已 > | + KN (xr) + K) 


点 ， 
本 i 点 - I 
大 bou | 9 2 ‘V+ kK, 


因此 有 
民 一 boulexly er, grt+!)) 


EK- boulg Dr), prt) |+K. 
最 后 ,由 (2.4.19) 并 和 注意 天 下 是 凸 锥 , 即 得 


成 bou (px), rs PX) TC ?| Bx 十 KK， 


从 而 (2. 4. 18) 对 于 到 一 束 十 1 成 立 . [ 


定理 2.4.7 设 3CC 世 是 非 空 上 四 集 , 则 久 人 -> 洛 是 天 - 拟 吓 
映射 当 绅 仅 当 对 任意 的 ec E 多 ,天 -水 平 集 Hs(8, ex 一 {x 七 


Sle 一 gr) EE 让 是 山 集 . 


证 明 必要 性 .对 任意 的 cE 多 ,和 任 取 说 ,x EE Hs CkCC 


S, 则 有 ce 一 PCx EK 和 ec 一 9X) 所 尺 ,从 而 
cE {gexl) + KN (px) + K). 


据 此 ,由 定义 2,4.3 得 知 ,存在 EK 一 bon {9Xx'), p(x?)) 使 cE 


7 十 天 ,或 


c—yERK. 《2. 4, 21) 


ne 
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由 于 5 在 S 上 是 天 -所 上 矶 的 ,由 定 © 交 2.4.4 的 人 1) 知 ,对 任意 的 
AEwm,1)} 有 


KO— bou{glr), gx) }— ghar + (1 — Vr CCK, 
从 在 有 
y— gar t+ (1 — Vx)EK, 
于 是 ,注意 到 (C2. 4.2]) 和 天 是 西 锥 而 得 到 
c— pair! (1 — Wr’) 


= (cy) FPA Vr)EK+KCK, 


因 市 和 十 (1 一 Dx? EE 理 s(¥ er 由 此 , 按 定义 1.1.1 知 
五 :Per 是 凸 集 . 

充分 性 . 对 任意 的 ,x 全 S5S, 任 取 c EE KK 一 bouig(x')， 
gCX*)}， 由 于 显然 及 一 bou{gx)， PX) CC(p(x) 十 天 ) 站 
(plx?) 十 尺 ), 故 有 


cc— px)E kK,c— gx) EK, 
于 是 和 ,和 后 再 :Cpc)x. 因为 五 s(92， Ok 是 凸 集 , 故 对 任意 的 4 
E (0,1 有 A 二 (一 人)x? 七 右 s(9, Cks 亿 而 
c— Flirt+ (1 — Vr)EK. 
由 ec 和 天 一 bouietx 9Xx:)} 的 任意 性 ,得 到 
K— bou{fplxr), gD par 十 (1 一 好 CK, 


国 此 由 定义 2.4.4 的 人 1) 知 P 在 3 上 是 天 - 拟 凸 的 , 

定理 2.1.3 和 定理 2. 3.3 曾经 分 别 给 出 了 在 下 半 和 连续 的 条 件 
下 ,严格 凸 函 数 是 凸 天 数 和 严格 拟 目 国 数 是 拟 凸 卫 数 的 结果 . 以 下 
讨论 天 -严格 拟 凸 映射 和 天 - 拟 凸 映射 的 类 似 关 系 . 

设 4E 多 ,weE intK, 考 虚 Minkowski 清 


2 4 丁 贞 射 和 广义 是 瞎 射 * 101* 
Ha MX IntKk -= R, (yy Wr py, WwW), 


其 中 
ys W) = infla E RIyE q+ oaw— Ki!, 
yEB, wmE intKk. (2. 4. 22) 
显然 ,对 于 任 一 了 E 多 ， jnty, 避 ) 是 一 确定 的 值 ,并 有 旦 有 
EAA; WW 一 兵 ， (2. 4. 23) 


引 理 2.4.8 设 六 ,六 EE 多. 

(1 在 六 一 天 区 天 , 则 AP oo) 之 和 内 (天 ，o)， 

C2) 项 yintK, Nay 0 > py 0). 

证 明 (中) 由 六 一 六 EK, 则 六 Ey 一 天 .对 YW 利用 
《2. 4. 23) 有 

yE{a+ a wo— EK)—K 
Ca 二 Ap, ww — KE, 

据 此 ,由 C2. 4. 22) 得 到 ply , 00) 委 p(y 0). 

(2) 由 站 一 严 咎 int 天 ,对 如 和 int 天 存在 ED 恒 叫 一斑 一 加 
所 天 ,如 天 所 六 一 6 一 并 .利用 (24.23), 有 


YE[at my Wm— K)— ew—K 
Cat (py, tw) — ejw— KK. 


由 此 ,根据 (2.4.22) 得 到 jay 和 0 一 Ey 
co}, [| 
引 理 2.4.9 设 a 和 多 , 则 对 任意 的 六 ,并 所 多 有 


inf {paly, |y EK bou{y, y}] 
一 max {pu(31， 0 )， pa Cy 的 ] } , 


并 且 下 确 界 可 达 ， 
证 明 任 取 yE€E 外 一 bou{y 六}, 由 定义 2.4.3 可 知 y 二 
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CY 十 二) 人 二 不 ) ,从 而 
Fy—y EK, y—yYEK. 
据 此 ,由 引 理 2.4.8 的 (1), 有 
Fat OE pa OD ly W)C WW), 
于 是 
pal¥: WW) DS max ta ly! W@W) ply:, w)}, 


从 而 得 


in{ {pCy, wly €E KC— bou{y’, y:}) 
(2,4. 24) 
2 max (po 人 风 ， WW) Ha ly, ww) 上 


男 -- 方 面 , 不 她 设 wwC 0) 关中 (5 天， 扣 )， 则 有 
Ea Ow 


和 
YEa+ ty Ow—KCat wy ww— kk, 


从 而 
a ply OVE (FH KIN GO + RK), 


据 此 ,由 定 关 2.4.3 可 知 存 在 了 EK 一 bouiyi, 产 ) ;使 & 十 吕 (y1， 
ci 所 十 天 , 杞 邯 
和 下 十 Am， Owm— Kk. 


根据 (2.4. 22) 知 
Fy WO) Ep 加) 一 max {pu (Fs WW), pal ys WO)), 
再 由 (2.4.24) 有 
inf {gly oo) ly EK bou{y, y} RE pF, W) 
max {pelty!, WW), poly tw)) : 


< 
inffpty, wy EK bou{y, y}}, 


HE eh Hh a obs 


和 2.4 功 映 许 和 1 名 唔 喘 射 .103 - 
因而 得 到 


inf {pty, oy 二 -一 bonfyl y*}} 
= max {p(y @), p(y wy). 


显然 .其 下 确 界 在 了 E 天 一 boutfy',y) 处 达到 . 
进 代 合 5 民 :了 ,考虑 由 映射 :5 -> 确定 的 实 值 质数 ( 泛 
国 ) ji: > 
f= EAR) WW XESS, C2. 4. 25) 


引 理 2. 4. 10 ” 设 和 集合 SC 人 非 空 , 则 yg: 5S- 一 是 帮 - 半 过 
续 的 当 且 仅 当 对 任意 的 a 学, ff;:S -一 RR 是 下 半 连 续 的 . 

证 明 任 取 cE 有 R, 由 (2.4.22) 可 知 对 任意 的 a€ 洛 ,， (py， 
ww) 达意 昧 着 yyEa 十 cw 一下. 因此 ,由 (2.4.25) 有 


i EE Sr 去- c | 一 {x ESIer}Ea+ rw 天 |， 
《2. 4. 26) 


设 pw 在 3 上 是 天 . 平 连续 的 ,由 定 久 2.4.2 知 (2.4.26) 石 痊 的 集合 
是 闭 集 . 据 此 ,2.4.26) 左 端的 集合 是 闭 集 ,由 定理 2.2.5 的 (1 和 
(3) 即 知 /6 是 下 半 连 续 的 .反之 , 若 对 任意 的 g 所 洛 ,太古 下 半 和 这 
线 的 ,由 定理 2.2.5 的 (1) 和 (3) 知 {x € S|fs(x) 过 0) 是 闭 集 . 
再 根据 (2.4.26), frEwla 一 Pt)E 天 | 是 症 集 ,于 是 出 定 立 
2.4.2 得 知 v 是 天 -六 连续 的 .9 

引 理 2. 4. 41 设 集合 SC 慨 非 裤 ,p:5 -> 光 是 映射 . 

(1) pg 寿 S 于 是 天- 氛 凸 的 当量 仅 当 对 任意 的 gE 逻 , /六 5 
上 是 拟 凸 的. 

(2) 著 ? 在 SS 上 荐 天 -严格 氢 凸 的 , 则 对 作 喜 的 ga EE 吕 , 六 在 
S 上 芷 严格 拟 凸 的， 

证 明 《1) 必要 性 . 从 9 在 5 上 是 尺 - 氢 丙 的 .由 定义 2.4.4 
的 (可知, 对 任意 的 ,x* 5S 和 任意 的 4+4E€ (0,1) 有 
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Ko— boulpx), pr) }— Gar (1 — Vr|CK. 
(2. 4. 27) 


杜 取 aE .由 引 理 2.4.9 和 (2.4.25} 知 存 歪 了 EK 
bou (p(x!), x) 和 9? 使 
tal¥, 6) 一 max {flr ), f(x )}. (2. 4. 28) 


根据 了 EK 一 bou 9KxD)， CX?)) 和 (2.4.27), 则 一 和 L2x! 十 
(1 一 jx 和 站 ,由 引 理 2.4.8 的 (1? 知 


pF 如) 之 后 [时 Me + (1 — Nr) , w) 
一 far 十 51 Ar )., 
于 是 ,由 (2. 4. 28) 得 到 
flirt Dx) max (fx), fx)}, 


成 而 按 定义 2.3.1 的 (1) 即 知 在 S$. 上 是 拟 贞 的 . 
充分 性 . 友之 ;假设 g 在 SS 上 不 是 下- 氢 凸 的 ,根据 定义 2. 4.4 
的 (1 ;好 存在 苹 , 斑马 SS 和 7 E€ (0,1) 使 


大 一 bou{px), FX))— PAAR (CO— A) KE} 过 大. 
于 是 ,有 a EE 尺 一 bou{fgCXD), 9(X2)} 使 2 一 HAF! 二 (1 一 
和 DE 作 民 , 即 g(4¥! 十 (一 和 天 关 q? 一 天 . 据 此 ,由 (2. 4.22) 推 
知 po (9A 十 《1 一 和))， 9 > 0, 再 按 (2. 4.25) 得 


flax + (1 A x) > 0. (2.4, 29) 
另外 ,由 定义 2.4.3 知 EK 一 bou {g(x), q(x))C {g(x!) 十 
KN [gCR) 十 天 1 , 故 有 
PE Ea Cm KK, HAF)Eor— kK. 
根据 C2, 4. 22) 和 (2. 4. 25) 可 知 


8 2.4 凸 映 射 和 广 沈 止 映 射 "上 055。 
fF) 一 pw [PF), WwW) EO, 
fo) 一 pol PY), wW) 0. 
因此 ,由 (2, 4. 29) 得 到 
fulAF! + (1 DF) 0 max{fo(r), folx)), 


恨 据 定义 2. 3.1 的 (1), 导 致 与 对 任意 的 a€ 多 , f. 在 S 上 是 拟 西 
的 相 政 盾 . 

C2) 的 证 明 与 届 ) 的 必要 性 证 明 部 分 类 似 , 由 定义 2.4.4 的 (2) 
和 定义 2.3.1 的 (2), 利 用 引 理 2.4.9 和 引 理 2.4.8 的 (2) 可 以 推 
证 .1 

定理 2. 4.12 设 SC. 人 W 是 非 空 凸 集 .车 pg:5 一 多 是 外- 半 
连续 的 下 -严格 氢 凸 观 射 , 则 pp 是 5 上 的 玉 - 拟 西 映射 . 

证 明 对 于 任意 的 aE 区 ,因为 g 在 S 上 是 下 - 装 连 续 的 ,出 
引 理 2. 4. 10 知 对 应 的 f 是 下 半 连 续 的 . 又 根据 # 在 S$S 上 是 天 - 严 
格 拟 凹 的 ,由 引 理 2.4, 11 的 (2),f 在 5S 上 是 严格 拟 凸 的 , 现 由 护 
是 下 半 迷 续 的 深 格 拟 西 函数 ,根据 定理 2. 3.3 得 知 太 是 拟 凸 函 
数 , 因 此 由 引 理 2.4.11 的 民 ) 即 知 g 在 S$ 上 是 天 - 拟 西 的 .[ 

以 下 讨论 锥 拟 上 晤 映射 的 几 种 条 件 , 它们 都 是 拟 凸 函数 条 件 的 
推广 ,内 而 有 的 文献 中 也 将 它们 作为 锥 拟 凸 映射 的 定义 ， 

定理 2.4.13 设 3 己 . 字 是 非 空 上 四 集 ,Pp: -党 是 映射 . 藻 对 
任意 的 所 ,站 ES 和 任意 的 4E (0, 1), 有 


PX) 一 殉 M + (1 Vx)EK 
或 

PX) CA (1 Oo ir) EK (2. 4. 30) 
(Ferro 的 恰当 天- 报 凸 上 映射, 见 文献 22]) 则 ?在 3 上 是 天 -所 


凸 的 - 
证 明 不 妨 设 有 xl 一 Pr 十 人 1 一 8 和 天 ， 则 
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PX E daAr! + (1 CO Vx} 十 天 . 
祷 定 义 2.4.3 知 尺 一 bou {gx Jx2))CC plx') 十 发 , 故 由 上 趟 
六 注 辣 到 到 是 凸 锥 而 得 到 
K 一 boufeeD EC (po + Dr) + K+ 
Cr 二 (一 x] 十 下 ， 
即 
K -hou{yxr), pr) — gar (1 — Vr|CK, 
央 此 .出 定义 2.4.4 的 (1) 即 知 p 在 $ 上 是 天 - 拟 凸 的 .1 
注 24.10 在 定理 2.4.13 中 的 (2.4.30) 式 中 将 天 换 作 
int 天 或 RVi0}. 并 日 补 加 条 件 gx 天 gxx ,网 相应 地 可 以 得 到 
9 在 3 上 是 天 -严格 氢 凸 的 或 玫 - 次 严格 拟 凸 的 . 若 将 52. 4. 30) 中 
的 下 换 作 intK ,并 加 上 条 件 x 夭 兰 , 珊 相 应 地 可 得 到 vw 在 S 上 是 
天 -强拆 凸 的 .它们 的 证 明 与 定理 2.4. 13 的 证 明 类 似 ， 
定理 2.4.14 设 3C 尝 是 非 空 巴 集 .2o SS 一 汶 是 天 - 拟 西 机 
射 当 电 仅 当 对 任意 的 二 ,天 所 S 和 任意 的 4 和 (0., 1), 有 


$9 一 A rEK 


YPE {yy Evy-- Hr) EK y ~— pr) E kK} 
(2.4. 31) 


《Lac 的 天 - 拟 凸 映射 , 见 文 献 1L23]). 
证 明 ”充分 性 . 条 件 (2. 4. 31) 即 


EE 天 az 十 (1 一 472) 十 天 
VyE [Pr EN (g(x) + K]. 
由 定义 2.4.3 知 
K 一 boulgtx), yx) TC [glx') + KN (gr) + K), 


2.4 由 巡 射 和 广 浸 凸 映 射 " 107， 
故 得 玉 … bou {px gx CC 到 十 (一 A)xi| 十 必 , 或 即 


KC— bou{gp(lz), Fr) — aA! 0 - Dri|lCKk. 


因此 ,由 定 兴 2.4.4 中 的 (人 得 知 8 在 3 了 上 是 到 -所 四 的. 
必 , 要 性 . 设 8 在 $ 上 是 天 - 拟 西 的 , 则 对 任意 的 ,让 世 S 和 和 
任意 的 4€ (0, 1) 有 (2.4.14), 也 即 
K 一 bou lp， Cl 十 (一 xs) 十 天 . 
(2. 4. 32) 


任 取 了 3E lyEy 一 Fr) EK,y— Fx)E€ Ki, 
?EE [gry + K}N (pr) 十 民 ) ， 
由 定 放 2.4.3 可 知 存 在 EK 一 bou {gx glx:)) 使 YE 十 天， 
据 此 ,由 于 (2.4.32) 和 天 是 凸 锥 而 有 
FE (全 Ma 上 (1 一 人 xz) 十 疏 | KOA TA)x |) 十 大 ， 


从 而 得 到 子 - gr! 十 (1 一 x]€€ 开 .站 

注 2.4.11 将 定理 2.4.14 的 3 一 HA 十 (一 DXY)EK 
中 的 天 分 别 欣 作 intKK( 或 KK\(0), 并 加 glr) 天 JX )) 和 和 
intK(C 加 x 关 让), 刚 相 应 地 有 9 在 $ 上 是 天 -严格 拟 凸 的 (或 天 - 
次 严格 氟 四 的 ?和 天- 强 氢 凸 的 . 其 证 明 与 定理 2.4. 14 的 证 明 类 
似 ， 

设 党 "是 泌 的 村 偶 空 间 , 天 所 光 ” 是 天 的 对 偶 锥 . 

定理 2.4.15 设 3C22- 是非 空 目 集 ,po: 5S 一 罗 是 映射 . 若 对 
任意 的 4E (0,，1) 和 任意 的 xv” € "M0 有 


Cy pr! 十 (一 有 AD) 


二 maxfty DY 让 
(2. 4. 33) 


( 胡 系 达 等 的 久 - 拟 凸 瞻 射 , 见 文献 [24]D, 则 8 在 3 上 是 天 - 拟 
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目的. 
证 明 用 反 证 法 . 假设 gw 在 SS 上 不 是 尺 - 拟 山 的 , 则 由 定义 
2.4.4 的 (1 可 知 , 存 存 五 ,正和 和 AGE (0,1) 有 


大 一 boeu1e(GD ， 约 环 )} 一 列 1 嫩 十 (1 一 和 型 ] 纺 下， 
于 是 ,可 最 加 区 天 一 hou ， 风 年 )) 使 


yO— pa rEK. 


由 此 , 单 点 集 4 -- qa 十 一 加 蓉 ) ) 与 闭 凸 集 六 是 严格 可 
和 分离 的 , 故 由 定理 1. 3. 7 的 (2) 得 知 存在 v” E€ 络 *\{0} 使 
YAT DIY YYyEK. 

我 们 指出 ,实际 上 v” 所 天 "M0}( 因 为 否则 , 若 v*” 久久 " ,由 定义 
1.4.6 的 (01) 知 , 对 菜 一 zE 直 有 位 ' ,Zz 之 0, 从 而 对 任意 大 的 
0 及 ' 村) 二 0. 令 yy 二 让 EK 代入 上 式 , 则 得 其 左 端 是 有 
限 值 ,而 右 端 可 任 剖 小 ,导致 子 盾 ). 于 是 ,在 上 式 中 取 y 了 一 0E 天 ， 
刚 得 存在 r" € 天 ID) 使 


Co pp, FAT CD AR) (2.4.34) 
另外 ,由 主义 2.4.3, 有 
yyEK -boufpGD ， gr) CT gr) + KN (gx) 十 天 } ， 
故 知 

TE) EE EK, Po gx) EE K. 
六 为 六 E€ KK*\0), 所 以 有 
CV EO CW R20, 

从 而 


‘y"， yy 2 max 长 v*, PI) 2 CV’ ， PLT) >}. 


#2.4 西 映射 和 广 立 凸 上 映射 * 109 ， 
利用 (2. 4, 34) ,得 到 
《AR 十 (一 从 村)》 
> max {ty' , gOXDY, ty' , P(X)!, 
导致 与 已 设 条 件 (2. 4. 33) 韦 盾 .[ 
注 2.4.12 在 定理 2.4.15 的 (2,4,33) 中 将 “这 ” 换 作 “<”， 
并 入 补 加 条 件 gx 关 JKX 或 型 垃 下, 则 相应 地 可 得 8 在 S 上 大 
天 -严格 所 上 廿 的 或 下- 强 所 是 的 , 证 明 与 定理 2. 4. 15 的 证 明 类 似 . 
最 后 ,介绍 锥 的 凸 映射 类 ， 
定 沁 2.4.5 设 SC 慑 是非 空 开 钙 集 ,映射 89;S 一 党 是 
Gateaux 可 微 的 ， 
(1) 若 有 
CR) PX) EE intKRgh(x x) Eintk Yi, EDS, 
C2, 4. 35} 
则 称 名 是 集合 5S 上 的 下 -仿古 映射 ,或 映 冉 gg 在 驴 上 是 下- 僵 上 站 的 ， 
C2?) 若 有 
PX) 一 pI) E Kpn(r — x) Eintk 
Vrs KE Ss Pr) FE Px), 《2. 4. 36) 


则 称 是 集合 S 上 韵 下 - 严 烙 仿古 映射 ,或 映射 9 在 S 上 是 下- 严 
格 坊 廿 芍 . 
《3) 若 有 
FI) OK) E Kpu(lx — KI) Eintk 
Yr EE SX 
则 称 ”是 集合 S 上 的 天 - 强 僵 凸 映射 ,或 映射 在 $ 上 是 下 - 强 仿 
凸 的 . 
(4) 车 有 
pI) — pK) E 下 -名 (一 XIE Yr ts, 
(C2, 4. 38) 


【2. 1. 37) 


* tr 第 2 章 凸 国 数 和 凸 映 躺 
则 称 ”是 集合 人 上 的 天- 决 伪 凸 映射 ,或 映射 ?在 3 上 是 天- 次 芍 
凸 的 ， 

注 2.4.13 从 定义 2.4.5 直 接 可 知 , 开 凸 集 上 的 天 -强人 挤 凸 
上 映 射 也 是 天 - 仿 凸 的 ,天 :严格 伪 凸 的 和 灰 - 次 的 凸 前 ,又 天 -严格 的 
凸 瑞 射 也 是 天- 人均 凸 的 ,有 之 不 然 ， 

注 24.14 在 定 驻 2.4.5 中 , 苦 多 一 尼 和 天 一 Ri, 则 p= 了; 
S 一 尺 晨 实 值 因数 ,(2.4.357 和 (2.4.36) 成 为 


人 


由 此 , 按 定 多 2.3.3 的 (1),/ 在 S$ 上 是 Ri- 伪 西 的 和 RRR.- 疗 格 伪 
目的, 节 了 是 SI 的 伪 凸 汉 数 . 同 理 , 这 时 (2.4.37) 成 为 
《2.3,12),(2.4. 38) 成 为 (2.3,13) ,因此 了 在 8 上 是 玉 .- 强 (次 ) 的 
旺 的 , 即 是 $ 上 的 强人 次 ) 俐 廿 通 数 ， 

注 2.4.15 在 定义 2.4,.5 中 当 密 一 六 和 兵 一 下 《mi 六) 
时 ,8 一 7:S -一 妨 "是 问 量 函 数 . 这 时 ,不 难得 知 : 了 是 RF- 伪 册 映射 
即 它 的 每 -分 其 湛 数 部 是 仿古 函数 ,f 是 RI- 强 仿 凸 册 鞋 即 它 的 
每 … 分 量 国 数 都 是 强 伪 凸 范 数 ,了 是 R3 -次 伪 上 山 映 射 即 它 的 每 一 - 
分 晤 函数 部 是 次 仿 凸 函数 . 

定理 2.4.16 设 SC 避 是 非 空 开 凸 集 , 上 映射 p;:S 一 交 是 
Gateaux 可 徽 的 . 

《1》 若 9 是 SS 上 的 故 - 止 瞻 射 , 则 多 是 上 上 的 苹 - 父 西 有 映射 和 
天 -次 伪 凸 映射 

(2) 若 yw 导 5S 上 的 下 -严格 西 映射, 则 pp 是 SS 上 的 天 -严格 伪 止 
映射 . 

C3) 若是 SS 土 的 天 - 强 凸 映射 , 则 8g 是 $5 上 的 不 - 强 伪 凸 映 
射 ， 

证 明 (]) 由 人 人 在 3 上 是 天 .: 止 的 ,根据 定义 2.4.1 的 和 ?过 
知 , 对 任意 的 x， x ES 和 任意 的 A4E€E (0, 1) 有 


px) 十 (1 Pr) OO pl + (1 Ax EK, 


ri dd Mi ~ 


号 2 上 是 上 卫 射 和 广 祥 凸 卫 射 * 118 
世 旱 
Hx + A Ox) — px) Em apr) — x’) |— K. 
项 设 EX) 一 gx 世 Int 尺 ,因为 必 是 疝 锥 , 故 有 


x | 一 pr!) 


Hx TAC 一 
A 


所 一 [PCD 7 pox) | 一 天 
C 亿 一 int 兵 一 并 一 一 nt 天 . 
令 4r0, 按 定义 2.3,2, 得 


二 A 2 3 | 
2 intK 


六 一 -1 = lim 
A 


因此 .由 定 义 2.4.5 中 的 (1) 即 知 在 S$S 上 是 下- 仿古 的 . 阁 设 
PI) Mt 和 天 .合理 可 推 得 pt 一 x') 二 一 下 ,大 由 定义 
2.4.5 的 (4) 知 在 3 上 是 天 -次 父 凸 的 . 

(2 和 (3 与 人 1 的 证 明 娄 似 .0 

定理 2.4.17 设 人 SC 避 蚌 非 空 开 凸 集 ,映射 q;:S 一 必 是 
GAareaux 可 微 了 的. 若 Y 是 3S 上 的 天 - 拟 凸 映射 , 则 是 3 上 的 天 -次 
擅 凸 映 射 . 

证 明 由 ?在 S$ 上 是 久 - 氢 是 的 , 按 定 久 2.4.4 中 的 (12 可 知 ， 
对 任意 的 x x? 毛 5 和 相 任 意 的 AE€E (0,，1) 有 

天 一 bou (gx:). pr!) }-— gir (1 VICK. 
【2. 4. 39) 

设 gp 一 EK 网 Xx) EE x) 十 天 ,从 而 
(por) KIN (px) + Ki = px) 十 大， 
于 是 ,由 定 广 2.4.3 可 得 外 一 bou lg(x?)， Pr) 二 gtx'), 据 此 ， 
由 42.4.39) 知 pix) 一 gl 十 《一 DT 天 ,从 而 有 


Pe AE Hk 
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令 4 一 0, 由 定义 2.3.2 得 


1 rz YIy1 1 
的 一 x!') -一 J H+ A x)) — pox') 所 


4 A 一 大. 


因此 ,由 和 定义 2.4.5 的 4)， 即 知 Yw 在 3 上 是 天 -次 的 凸 的 . [ 
定理 2.4.18 设 SC 避 是 非 空 开 是 集 ,映射 pg:S 一 乡 是 
Gateaux 可 微 的 . 若 对 任意 的 4E (0, 1) 和 任意 的 v* E K'\{0}， 
有 
CV PR DT gx) 
CV PIT I) EO Yr,x ES, (2.4.40) 
则 在 SS 上 是 天 - 伪 凸 的 . 

证 明 用 反 证 法 ,假设 在 已 设 条 件 下 在 SS 上 不 是 天 - 伪 凸 
的 , 则 由 定 羡 2.4.5 的 (1) 可 知 ,存在 ,下 ES 和 4X (0, 1), 有 
FE 一 oA) E intK—>ph (x — x) EE — intKk. 

(C2, 4. 41) 
上 式 右 端 表 明 单 点 集 {一 gCX? 一 )}) 与 开 册 集 intK 可 以 分 
离 , 于 是 由 定理 1. 3.7 的 (1) 得 知 ,存在 v" E€ 多 “\{0}) 使 
Cy pr) Ey) VYy Eintk. 
《2. 4. 42) 
与 定理 2. 4. 15 的 证 明 中 辣 理 有 wv* € KK"\{0}, 将 它 与 (2. 4. 41) 
的 堪 端 相 乘 ,由 定理 1.4.11 的 (1) 知 
Cv, PE) 一 人 本 >》 人 0， 
或 
《yw ED) Yr , fx) C2. 4. 43) 
另外 .对 于 (2. 4. 42), 邻 y 一 0, 得 到 
Cu, ph(lx — X20. 《2. 4. 44) 


2.4 凸 枫 射 和 广 各 凸 映射 "13* 


《2, 4. 43) 和 (2. 4. 44) 与 (2,4, 40) 相 政 盾 , 

注 2.4.16 在 定理 2.4.18 的 (2.4.40) 中 ,将 左 端的 “ 汪 ” 换 
作 “ 汪 ”并 补 加 条 件 qr) 关 Ux 下 或 让 关 ,相应 地 可 以 得 到 在 
5S 上 是 天 -严格 欧 旧 的 或 天- 强 的 凸 的 . 车 特 C2. 4. 40) 中 的 >” 和 
“< 分 别 换 作 * 袜 ?和 ”“ 扫 ” 则 可 得 到 9 在 S 上 是 天 -次 父 凸 的 , 它 
们 的 证 明 与 定理 2. 4. 18 的 证 明 类 做 . 
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上 出 羡 数 的 次 短 分 星 凸 分 析 的 核心 内 容 , 同 时 也 是 非 光滑 分 析 
的 重要 组 成 部 分 . 

这 章 研 究 是 函数 在 一 点 处 的 变化 率 或 微分 问题 . 可 以 看 到 ， 
在 通常 的 意义 下 ,点 滑 数 不 一 定 是 可 微 的 . 为 此 ,本 章 引进 更 能 刻 
画 凸 男 数 在 一 点 处 变化 竺 征 的 次 梯度 和 次 微分 概念 ,并 及 讨 论 它 
们 的 有 关 性 质 . 最 后 ,介绍 次 微分 在 凸 规划 研究 中 的 应 用 . 


SA 3.1 西国 数 的 方向 导数 


本 节 先 考察 凸 明 数 沿 给 定 方向 的 变化 率 也 即 方 同 导数 问题 ， 
可 以 看 到 , 凸 国 数 变 化 的 一 个 直观 特征 有 是: 它 在 其 有 效 域 中 的 ~ 点 
处 漆 任 何 单 边 记 向 的 方向 导数 总 是 存在 的 , 但 … 般 地 说 , 亡 在 同一 
点 处 沿 不 同方 向 的 方向 导数 却 不 一 定 是 息 同 的 . 

设 党 是 线性 拓扑 空间 . 

定义 了.1.1 设 .党 一 民 UI 士 co 是 实 值 函数 ,点 x" 所 
dom/, 8 Ee .发 . 

(1) 若 极 限 


万 CX; dd) 一 lim 
存在 ; 则 称 它 是 汪 数 在 点 妇 钼 沿 方 向 dd 的 ( 单 边 } 右 方向 导数 ， 
若 极 根 


3.1.1» 


Tx iid) 一 fOr") 
t 


1 fr id) fxr") 
d= lm 


i 


(3.1.2) 
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存在 ,; 则 称 它 是 函数 fF 在 点 x* 姓 沿 方向 4 的 ( 单 边 ) 志 方向 导数 ， 
(2) 车 让 x's q) 一 疡 (xy d), 即 极限 


f(s d) = lim 十 地 一 了 全) (3. 1. 3) 
存在 ; 则 称 它 是 函数 在 点 x 处 沿 方 向 4 的 方向 导数 . 

注 3.1.1 由 定义 3.1.1 的 (3) 和 定义 2,3,2 可 知 , 敬 让 在 点 
x"” 处 沿 任 意 方 品 #€ 县 的 方向 导数 均 存 在 并 且 相 等 , 则 了 上 在 点 
如 处 是 (iteaux 可 微 的 ,上 映射 六 .有 一 民 ，E> fio(d) = f(r'， 
昌 ) 有 即 基 在 点 x 处 的 Giteaux 导数 ， 

定理 3.11 设 j; .一 RU 1 十 oo) 是 正常 同 阴 数 , x EE 
inttdom 让 , 则 对 任意 欧 4 和 完 , 广 (x; 和 产 (x; 0) 存在 ,并 县 


fxr: dd) (x; 旭 )， 


证 明 没 1E€E RR. 记 gL 二 f(x 十 td), 因为 了 上 是正 常 止 前 ,由 
定理 2,1.8 和 各 定 疼 2,1.5 可 期 ,g(2) 是 让 上 的 正常 凸 函数 ,并 且 


g(0) 一 (x) 为 有 限 值 . 据 此 ,可 以 推 知 世 芝 一 Eee 是 上 >>0 的 非 
减 国 数 ,从 而 极限 lim 纪 呈 二 全 0 存在 ,由 定义 3.1.1 的 (1) 即 
得 


: lim Lt td) fx) 
六 CE = lim ft 


r=0t 


= lim EU) — 800) 
上 


存在 . 同 埋 .十 以 推 知 产 (x; 由 ) 存 在, 并且 易 知 有 f(x; 4) 二 
Fx; od}. 

定理 3.1,1 指出 正常 凸 活 数 在 其 有 效 域 内 的 任 一 点 处 沿 任 何 
方向 的 单 边 方向 导数 总 是 存在 的 ,并 且 其 左 方向 导数 值 不 超过 右 
方向 导数 值 . 但 是 ,下 面 的 傅 子 说 明 , 册 函数 在 其 有 效 域 中 的 一 点 
处 其 方向 导数 可 能 不 存在 ,因而 由 注 3. 1, 1 可 知 , 它 在 该 点 处 不 是 
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Gateaux 吕 熏 的 . 

例 3.1.1 范 数 钞 数 的 方向 导数 . 考虑 例 2. 1. 1 中 的 范 数 
螨 数 


Fax} = x xeER', 


在 例 2.1. 1 中 已 指出 它 是 R" 上 的 山 函 数 . 考察 点 0€ Kr" 和 任 一 单 
位 向 量 d ER*", jd = 二 1. 由 63.1.1) 和 (3.1.2) 可 知 , 在 点 和 处 
请 和 的 ( 单 近 ) 右 方向 导数 稳 左 方向 导数 分 别 是 


| ot — ol _) 


f+ 0; 一 lim 1 


i 


AO; d) 一 lim 


fir 


由 于 户 (0; 8 尖 广 (9052 ， 故 按 定 义 3.1.1 的 (2 了 在 点 0 处 祝 
任何 方向 各 的 方向 导数 均 不 存在 . 

上 吓 函 数 的 单 边 方向 导数 有 以 下 性 质 . 

定理 3.1.2 设 / 人 光一 RU 1 十 co 是 正常 中 图 数 ,二 毛 
dom ;dd 蕊 委 ，, 则 (x; 四 关于 df 是 正常 山 晴 数 . 

证 明 对 于 任意 的 出 ; d: € 侈 和 任意 的 A€ (0, 1), 由 广 是 
号 活 数 , 我 们 有 

fx + + 0 — Va)) — fx) 


| 8 十 地 1 一 上 2 


= FA 二 i 二 D+ — Ax) 
CAF + tid) + (1 Vf + td) — fx) 
= Afr 二 tt) FX} 二 (iC— MTFCrx tt td) — flx) |]. 


两 边 除 以 i, 并 令 1 一 01， 得 到 
fx Aad + (1 ~ 14) 


$3.1 册 函 数 的 上 方 辣 导数 :117: 


一 lim {E+ + da) 一 7 


ft—d 


ti 


Hx + td) — f(x) 


十 一 A) lim 7 


= Afi {rt dD) 1 — DF Cr dy. 


据 此 ,由 定义 2.1,.1 的 (1) 即 知 广 (x; 全 关于 已 是 凸 图 数 , 又 由 
是 正常 山 沙 数 , 按 定义 3.1.1 的 (1) ,进而 可 知 PCx 2) 关 于 是 
正常 凸 的 .中 

定理 3.1.3 设 /; 党 一 RU {十 oo} 是 正常 凸 函数 ,4d EE 
当下 在 点 x 马 dom 乓 处 是 连续 的 . 

(1) .AKCxz; d) 关 于 4 是 连续 的 ， 

《2) fiCx; 本 关于 二 是 正 齐 次 和 次 可 加 的 5 即 次 线性 的 )， 

证 明 《1) 由 定理 3.1,2 得 知 (x; 由 关于 4d 是 正常 山东 
数 . 付 此 ,为 证 明 产 (xy 4d) 关 于 4d 是 连续 的 ,依据 定理 2. 2. 1, 只 需 
证 明 它 在 某 邻 域内 上 有 界 . 事实 上 ,从 了 在 点 上 处 是 连续 的 可 郑 ， 
对 于 某 零 点 邻 域 中 的 4, f(x 十 d) 上 有 界 . 于 是 ,由 


Firs d) 一 lim f+) A frad) — fx) 
即 知 启 (x; 的 在 此 零点 邻 域 内 也 上 有 界 . 
(90) 对 于 2& 宇 0, 由 03.1,1) 有 


fxs ad) = lim T+ ed) 一 六 人 2 — 2x) 


[一 全 十 
FT 十 tagy 一 了 CT) 


~— nr lim a 


一 of {CY: dd)， 
故 正 齐 次 性 成 立 . 又 对 任意 的 下 ,型 EE 多 ,因子 是 亚 函 数 , 故 
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fxtetld + ed)) — f(x) 


d+ dd) = lim 7 


tt 


< lim (x 十 2td') 十 = 2 人 ) — 2f (x) 


Tl 


im At) HD | jim Flr 2 一 fx) 


; 2 ot 2 


= fr) xr; de), 


由 此 , Fr; d) 半 于 df 具有 次 可 加 性 .综合 以 上 结果 ,六 (x; dd) 关 于 
4 是 次 线性 汉 函 .中 

对 汀 Gareaux 可 微 的 正常 凸 了 旺 数 ,有 如 下 结论 . 

设 : 汉 "是 学 的 对 侦 空 间 . 

定理 41.4 没 让 下 一 有 RU 山 1 十 00) 是 正常 凸 羡 数 ,x 全 
domf. 若 在 点 x 处 是 Giteaux 可 微 的 ,; 则 让 一 六 (C(x; 由 关 
于 dd 是 连 闭 线性 江 函 , 即 存 在 连续 线性 话 卫 x”E .党 ,使 


Ady = tx dy Ydc.w. 《3. 1. 4} 


证 明 国 为 了 在 点 处 是 Giteaux 可 微 的 ,由 定理 2, 3.7, 则 
二 在 点 寺 处 是 连续 的 . 国 此 ,根据 定理 3.1.3 得 知 户 (xi d) 关 于 4 
是 连续 的 次 线性 兴旺. 

变 队 在 点 x 处 是 Gateaux 可 微 的 ,由 定 久 2. 3,2 和 定义 
3.1.1 的 (2) 可 知 , 对 和 任意 的 dE 人 当 , 有 (dd) 一 f(x; dd) 二 
于 是 ,由 已 向 六 (0) 一 了 (xt dd) 和 
~ dd) = (x; -d) 关于 4 都 是 连续 的 次 线性 汉 阴 , 即 
得 启 (#) 尖 于 4d 是 连续 线性 汉 吧 .中 

注 3.4.2 从 定理 3.1.4 得 知 , 对 于 在 某 点 工 后 党 处 
Giteaux 可 微 的 正常 凸 范 数 , 它 在 该 点 处 的 Giteaux 学 数 f; 本 
满足 

(和 
的 连续 线性 汉 函 x' 对 应 .因而 也 可 将 此 连续 线性 证 函 定 义 为 它 人 在 


§ 3.1 四 函 数 的 方向 导数 ,119 ， 
该 点 外 的 Gateaux 导数 ， 

注 3.1.3 在 微 积分 中 我 们 知道 ,对 于 Euclid 空间 了 上 的 可 微 
函数 六 玉 一 民 , 设 YAFCr) 是 它 在 点 天 和 民 处 的 梯度 ,六 (x; 的 是 
在 点 过 处 沿 佳 一 方向 如 的 方向 导数 , 则 有 三 (zi dg 一 W700 A， 
或 即 


Fd) = Va YEE 天" 


特 它 与 (3.1.4) 当 法 二 R" 时 相 比 , 即 知 当 了 是 正常 是 函数 时 ,与 
它 在 点 x 处 的 (Giteaux 导数 对 应 的 连续 线性 泛 函 即 是 梯度 
VFGzr) 可见.Gaiteaux 导数 是 梯度 的 -一 种 推广 

下 面 介 绍 另 一 可 徽 的 概念 ， 

设 . 知 是 Banach 空间 ,家 “是 .多 的 对 侦 空 间 . 

定义 3.1.2 设 / 滨 一 RU {十 吕 ) 是 广义 实 值 阴 数 , 点 
x' Edomf,y 蕊 沙 . 阁 存在 x' 七 弦 " 使 得 


DY r a 
lm A 0 (3.1.5) 
? 和 一 并 


pA 


央 称 阴 数 在 点 x 处 是 Frechet 可 微 的 . 称 x' 是 了 在 点 x 好 的 
Frechet 导数 , 记 作 产 (i9) 二 x", 并 且 称 ‘x ,一式 》 是 了 在 上 巡 
处 的 Freehet 微分 , 记 作 dz) 二 (CX, 一 Xx》， 

注 3.1.4 显然 ,(3.1,5) 与 


fF fx x yo yA),yE 
{3.1.6) 


等 价 ,其 中 于 > Dy 一 xX)， 对 于 Euclid 空间 上 的 可 
微 函 数 /一 RR, 设 df/(x 是 它 在 点 x?* E 及 处 的 多 微分 , 则 有 
fy fix = df ex) ol Bye x ll]. 

当 喀 二 R" 时 将 它 与 (3.1. 人 外 相 比 ; 即 知 这 时 Frechet 微分 即 是 全 

微分 : 


“ 120 。 第 3 竟 凸 函 数 的 次 微分 
(x Fx mdA(x), 

可 见 ，Frechet 微分 是 全 微分 的 推广 ,我 们 仍 记 它 为 df Cx?). 

定理 3.1.5 设 f 视 一 RU 1!{ 土 w} 是 广义 实 值 冰 数 ,x E 
domf. 着 卫 往 点 x 处 是 Frechet 可 微 的 , 则 六 在 点 x 好 是 
Giteaux 可 微 的 ,并 且 

A = fr, dy YdEe WV 

证 明 对 任何 dE€ 祝 , 令 3 一 x 十 td( 其 中 :1 € R). 由 定义 
3. 1. 1 的 2} 和 和 (3. 1. 5} 有 
FX 十 i — f(x) 


Fr; dy = lim 
7 ~ 一 并 | 
po, 这 > 
=<f(x), dy. 


因为 4 E€ 多 是 任意 的 ,所 以 由 定义 32. 3,2 和 定义 3.1.1 的 (2) 即 
得 让 (dd) 一 <7(x),d》. 

推论 3.1.6 设 f; 党 习 RU {+ ce) 是 正 请 本 请 数 ,x 万 
domf. 车 了 在 点 x 处 是 Frecbhet 可 微 的 ; 则 (x) 是 顷 上 的 连续 
线性 证 函 . 

证 明 由 定理 3. 1.5 和 定理 3.1.4 可 得 .0 


8$ 3.2 次 梯度 和 次 微分 


从 上 ~… 节 我 们 知道 ,上 是 函数 在 其 有 效 域内 虽然 总 存在 单 达 方 
向 导数 ,但 却 不 一 定 是 Gateaux 可 微 的 . 本 节 引 入 上 出 函数 的 次 微分 
概念 ,并 且 阅 明 在 次 微分 的 意义 下 , 山 沙 数 在 其 连续 点 处 总 十 次 可 


徽 的 . 
设 到 是 线性 拓扑 室 间 ,多 是 及 的 对 侦 空 间 . 


§3.2 次 梯度 和 次 微分 "121 


定义 3.2.1 设 放 党 立 RU 1! 土 o0) 是 西贡 数 , 点 x*E 统 . 
车 ”EE .多 ", 并且 


(XD) YE RY, (3.2,.1) 


则 称 x 是 广 在 点 x" 你 的 次 梯度 .了 在 点 如 处 的 所 有 次 梯度 的 集 
合 称 为 了 在 点 * 处 的 次 微分 , 记 作 3 (x"), 即 


afx) = {x ER rr , yO— x 
< FOOD) fxr) VYyE RB). (3. 2. 2) 


区 87x 天 让 , 则 称 了 在 点 如 处 是 次 可 笠 的 , 若 了 上 在 集合 8 己 
经 的 每 一 点 处 是 次 可 徽 的 , 则 称 了 上 在 3 上 是 次 可 氢 的 . 
例 3.2.1 范 数 函 数 的 次 微分 .再 考虑 例 2.1.1 中 的 凸 画 数 
FE 一 x ,x ER'. 


由 例 3.1. 1 已 知 , 它 在 点 8 处 沿 任何 方向 的 方向 导数 均 不 存在 , 但 
据 定义 3.2.1, x 6E 网" 一 户 是 了 在 点 0 处 的 次 梯度 , 意 即 对 任 
意 的 JyE R 有 (x, 站 达 | 一 上 81, 也 即 x"y 志 Dy 或 
Lx 中 过 1 由 此 可 知 ,R" 中 满足 x* 二 1 的 向 量 x* 都 是 了 
在 点 #8 处 的 次 梯度 ,而 在 点 0 处 的 次 微分 即 单位 球 


af(0) = {xr ERIx Hl1), 


因而 下 在 点 0 处 是 次 可 微 的 . 特别 地 ,对 于 nn 二 1 时 , 凸 函 数 jx》 
二 |x{ 在 点 8 处 的 次 微分 是 
闭 区 间 3 f(90) 一 [一 1, 1]， 
其 任 ， -次 梯度 x" E[ 一 1,1j] 
(图 3. 2. 1 中 的 了 对 应 二 一 
1z1 在 点 8 外 切线 的 斜率 ). 
注 3.2.1 设 纺 是 了 在 
点 让 所 溉 寻 的 次 梯度 . 令 有 8 
一 4” ， 如 ) 一 了 (xX) ,老虎 骂 ” 
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xX R 中 非 牌 直 的 闭 超 平面 


B= {x,t ER x RIx', x — C= 8}, (3.2.3) 


则 有 {x fx)} E 五 . 由 于 了 是 凸 函 数 ,根据 定理 2. 1.5 知 它 的 
上 图 象 epif C 人 %” X 展 是 凸 集 ,并且 显 然 有 【xz ， xz) 全 epif. 
男 外 , 任 取 (y， #3) E eply, 由 定 交 2.1.6 的 (1 和 是 六 3.2.1 得 
yx, Or 二 fx’), 
即 
CX CO fr), 
于 是 
DE = {x VE HR XRIG ,rEeB). 


因为 (y, ) E epif 是 任 取 的 , 故 得 epif 入 Hc. 根据 以 上 的 讨论 ， 
由 定义 1. 3, 3 得 知 T 是 epif 在 点 (x*"， fCx")) 处 的 非 惟 直 的 闭 支 
撑 超 平面 (图 3. 2. 2C6a)), 车 了 在 点 x 处 的 次 梯度 不 唯一 , 则 了 的 
上 图 入 epif 在 点 人 ，7je)) 处 的 支撑 超 平面 也 不 唯 -图 3. 2.2 
(b)). 特别 是 ,由 (3.2.3) 当 名 一 尺 时 ,可 知 单 变量 凸 哆 数 了 在 扣 
x 处 的 次 梯度 z 就 是 它 在 点 z 处 支撑 切线 吾 的 斜率 . 


图 3.2.2 


注 3.2.2 我 们 指出 , 凸 沙 数 了 在 任意 点 EE 名 处 的 次 微分 
3 ftx) 都 是 闭 古 集 . 事实 上 , 若 3 jz) 是 空 集 或 单 点 集 , 它 显然 是 


#3.2 洪 梯 座 和 次 微 分 + 123* 


闭 串 的, 设 3 了 (x) 至 少 包 含 两 个 点 . 由 (3.2.2) 易 知 它 是 闭 集 . 此 
外 , 任 取 x x? 所 9x) 和 和 任意 的 4E (0, 1), 由 (3.2.2) 有 


(xf op XR fr YYy E.R, (3.2,4) 
Cx) fr YYy ER, (3.2.5) 
作 aA(3.2.4) 十 (1 一 A003.2.5)， 则 得 
《Ar 二 (1 一 Ax ,yO— x 
A VF Fr) + 1 Co Wf) | 
一 fy) 一 Cr) 


于 是 , 骨 由 (3.2.23) 即 知 Ax7 十 (一 hx E9970), 从 而 3 f(r) 
是 凸 集 , 此 外 ,a (x) 还 是 弱 * 紧 的 ( 见 [25] 定 理 4.1 2 的 推论 2).， 
下 面 是 次 微分 的 存在 性 定理 . 
定理 3.2.1 设 广 .区 一 民 岂 { 十 ceo) 是 正常 凸 国 数 . 各 了 了 在 
某 点 ge E inttdom/) 处 是 连续 的 , 则 
rr Vr Eint(dom)). 


证 明 ”首先 ,因为 了 是 凸 函 数 , 故 它 的 上 图 得 epi CC 守 XXR 
是 凸 集 . 其 次 ,由 在 点 x* 处 是 连续 的 ,可 知 存 在 x 的 邻 域 U(x") 
和 上 > 0 使 得 

FE) 
因此 , 当 Y EECry 和 71 时 ,有 (人 ,7) E epi7 ;从 而 inttepi/) 天 
.另外 ,显然 有 (Cx, Ax"))》 EE rb(epi 让 ,于 是 根据 推论 1. 3. 12 
得 知 存在 闭 超 平面 乞 . 侣 ”XR, 它 在 点 Cx",， f(x")) 处 正常 支撑 
epif. 由 于 x EE int(dom 放 , 则 可 推 知 产 是非 垂 直 的 ( 见 L15] 的 引 
理 5. 33). 现 设 
H= {x DER XR ,w+ = Bi, 


并 且 不 失 一 般 性 证 epif 己 五 , 则 对 任意 的 (y: 7 E epif 有 
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Cx 二 人 守 


因为 了 可 以 充分 大 , 故 & > 盖 0. 由 于 特别 是 对 y E€ dom 有 
ly， E epif, 从 上 式 可 知 

‘x 二 f(y) 2 站 (3. 2.6) 
另外 ,由 (x*，/(x")) 蚌 支撑 点 , 则 Cx?， 关 (x")) E 五 ,因而 有 

Cx f(r) 一 六， 
将 它 代入 53.2. 6 有 人” ， 且 十 ar 人 十 af 于是 
得 到 

一 Lr",y— *)< /0 一 flr°). 


由 于 当 y &dom 了 时 , 按 定义 2.1.4 知 上 式 显然 也 成 立 , 帮 由 定义 
3.2.1 得 知 一 二 x E 9f(x'), 从 而 3 (x) 关 2. 


由 于 了 在 点 x? € int(dom 放 处 是 连续 的 , 它 在 int(dom 放 内 
一 点 的 某 邻 域内 上 有 界 , 故 根据 定理 2, 2. 1,f 在 int(dom 让 内 是 
连续 的 . 由 此 ,按照 上 面 的 证 明 得 知 ,对 任意 的 x E int(dom7) 有 
az) 天 人 [ 

现在 给 出 次 梯度 与 方向 导数 之 间 的 关系 . 

定理 3.2.2 设 f. 党 一 RU {十 oo) 是 正常 同 函数. 阁下 在 
点 x EE domf 外 是 连续 的 , 则 x* € 3 了 Cx) 当 县 仪 当 


(x xd) Yde . {3. 2.7) 


EE 和 1 六 和 有 
x" td) fx +t td — fry). 


因此 ; 按 定 义 3.1.1 的 C1)? 即 得 


§3.2 沈 梯 庶 和 次 微分 " 125 。 


tr 


= f(x; 0), 


充分 性 . 对 于 任意 的 了 6E 入 和, 易 知 站 十 二 ) 二 最 :>0 
的 非 减 函数 . 据 此 ,由 ‘3, 2.7}) 得 知 有 


‘(x ,dr 一 lim LX + 4) — fr) 


i 


< Et 0 一 -Ge 


从 而 (x 二 2) 一 XY). 令 一 车 十 机 , 则 (x"，y 一 
Xx) 和 了 (y) 一 A(x), 于 是 由 定 必 3.2.1 即 知 x* EE 3f(x). 趾 
注 3.2.3 事实 上 ,在 定理 3. 2. 2 的 基础 上 ,还 可 以 得 到 


fitxyd)= sup 人 YY 人 和 


TF 


( 见 L25 的 定理 4. 1, 2). 
以 下 定理 表明 ,在 一 定 意 久 的 可 徽 条 件 下 ,次 微分 即 为 该 意 立 


下 的 导数 或 梯度 . 
定理 3.2.3 设 f 党 习 尺 U (+ ce) 是正 销 上 出 函数 ,了 上 在 点 
xz 和 domr 处 是 连续 的 . 若 了 在 点 Y 处 是 Giteaux 可 徽 的 ,并 且 其 
Giteaux 导数 是 记 扎 当 则 8 (x) 二 {站}. 
证 明 因为 ff 在 点 x 外 是 Giteaux 可 微 的 , 故 由 定理 3.1.4 
和 注 3.1.2 有 
fi = (fd YdEe 2 (3. 2. 8) 
由 于 按 定义 2. 3.2, 这 时 对 桂 意 的 4d€ 多 有 记 (d) 二 了 lx; 9), 因 
而 也 存 
nd = rd VE 5 (3. 2. 9) 
辣 合 人 3.2.8), 知 
(fird)=fi(rid) Yd€e Rm, 
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因此 由 定理 3. 2.2 得 到 六 € 9 f(x). 
假设 另 有 x”€ ar) 则 由 定理 3.2.2 和 (3.2.9) 有 
‘x dd Yde ww. 
据 此 ,注意 (3. 2. 8) 得 
‘Frid 0 YdEe. 
由 a 的 任意 性 便 导 致 *" = 让 . 
设 : 荡 是 Banach 空间 ， 
定理 3.2.4 设 f; 人 一 RU {二 oo) 是 正常 凸 隐 数 ,f 在 点 * 
和 domy 处 是 连续 的 . 车 在 点 x 处 是 Frechet 可 微 的 ,并 且 其 
Frechet 导数 是 Cx), 则 3 fx) 一 {7(x)}. 
证 明 由 /在 点 x 相 基 Frechet 可 微 的 , 据 定 理 3. 1.5, 它 在 
该 点 处 也 是 Giteaux 可 微 的 ,并 且 
fd — fxr, d» YdEe .iw. 
设 放 .六 "是 在 点 x 处 的 Giteaux 导数 ,由 定理 3.1.4 种 注 
3.1.2 对 比 5(3. 1.4)? 各 上 式 ,得 知 户 (xz) = 启 ， 由 定理 3. 2.3 即 得 
az) 一 (Poz)i 1 
推论 3.2.5 设 j R" 一 RR 是正 常山 函 数 .大 /在 成 x 万 
dom/ 处 是 可 微 的 , 则 3 (x) = 二 {VACx)】. 
证 明 ”由 注 3.1.3 和 定理 3.2.3 可 得 证 .中 
例 3.2.2 仿 射 函 数 的 次 微分 . 设 zE€ 纪 ,8E 民 ,从 例 2 1.1 
已 知 仿 射 地 数 
ry = ta) 二 BR， XE 
是 池上 的 本 函数 , 由 定义 3.2.1,x* EE 芝 是 国 数 ! 在 点 ze 有 
处 的 炊 梯 度 当 且 仅 当 对 任意 的 了 E :有 有 
下 多》 十 及 一 《E@， 二 一 地， 
或 即 (a -- xy 一 xz) 六 0. 由 了 的 任意 性 , 即 知 * ”一 9, 于 是 


33.2 控 梯 讶 和 次 微分 "127* 
Hx) = {4}, 
例 3.2.3 指示 函数 的 次 微分 . 设 5 己 :用 是 非 空 凸 桌 , 考 虑 
例 2. 1.1 中 的 指示 隆 
B.Cr) 0， 六 
例 2. 1.1 已 指出 它 是 $ 上 的 凸 藤 数 , 由 定义 3. 2.1, 它 在 点 所 SS 
处 的 次 微分 是 
I(x) = fr" E Rr yx 


Hp) — dr) YE A), 
已 
BK) = x EH x yx 0 YyEe S}. 

3,2.10) 

由 注 3.2.2 知 , 对 于 任何 x € 5S，(3.2.10) 右 端的 集合 都 是 闭 三 

的 . 此 外 ,对 任意 的 4 半 0, 显然 有 (Ux ,yy 一 xX) 之 0(Yy E535), 因 

而 从 (3.2.10) 由 定义 1.4.1 和 定义 1.4.2 还 得 知 39(x) 是 .法 

中 的 闭 辐 锥 ,特别 是 , 当 3 二 下 是 凸 锥 时 ,由 (3. 2.10) 有 


36s01) 一 这 ER ,EO VYyEK)'. 
按 十 多 1.4.6 中 的 563) , 它 是 凸 锥 天 的 负 对 偶 锥 , 邵 
K 一 人 YYy 了 和 天 一 3p00). 


《3.2.119 
利用 指示 范 数 的 次 微分 ,我 们 给 出 凸 集 的 法 锥 和 切 锥 概念 
如 下 ， 
定 尽 3.2.2 设 3 忆 妆 " 是 非 室 凸 集 , 点 如 ES. 
《1) 混合 


Nelx) = (x EE Rr, pK EO VYyESl 
(3.2, 1]2) 


OOO rn 
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称 为 是 集 5 在 点 x 处 的 法 锥 ,x”E No) 称 为 5S 在 点 x* 处 的 
法 向 量 ， 
(2) 集合 
Ts) = {dE Ir, Ad EO Yr' € Ns(x')! 
{3. 2, 13) 


称 次 凸 集 S 在 点 x? 处 的 切 锥 ,4 E Tstx?) 称 汐 5S 在 点 x? 外 的 切 
向 量 . 

注 3.2.4 设 xE5, 由 定义 3.2.2 不 难 验 证 Ns(tx) 蚌 .名 ' 中 
的 锥 , 对 比 (3. 2.12} 和 (C3.2,.10) 可 知 , 凸 集 5 在 点 上 处 的 法 锥 即 
直人 上 的 指示 函数 在 该 点 处 的 次 微分 ， Netx) 一 0 (EY). 根据 注 
3.2.2, gtr) 是 闭 凸 的 , 故 Ns {x} 是 闭 凸 锥 , 由 (3.2.13) 和 
(3.2. 1]) 又 得 知 , 凸 集 $ 在 点 x 处 的 切 锥 即 是 该 点 处 的 法 锥 的 负 
对 借 锥 ,Tstzry = 二 NsCx) ， 

注 3.2.5 在 定义 3.2.2 中 当 有 == R" 并 把 对 侦 积 (，，，) 
理解 为 数量 积 时 ,由 (3.2.12) 可 知 Ns (x") 就 是 与 所 有 向量 y 一 
Yi ES) 的 夹 和 角 不 小 于 x/2 的 向 量 全 体 ,而 工 ;(x ) 则 是 把 原 扩 
移 到 x? 处 后 由 5S 所 生成 的 闭 凸 难 ( 图 3.2.3), 阁 5 在 点 x 处 是 
“光滑 ”的 ; 则 工 ;: (x 中 是 过 原点 的 尘 空间 . 


图 3.2.3 


3 3,2 次 梯度 和 次 微分 : 129: 
最 后 ,介绍 凸 国 数 的 次 微分 与 共 斩 末 数 之 间 的 关系 . 
定理 3.26 设 f: 党 一 RU {二 + oo) 是 正常 凸 末 数 ， 广 : 
一 RU 1{ 土 品 } 是 了 的 共 二 隆 数 ,xE dom/f, 则 x* 和 3Fxz) 
当 且 仅 当 
(x X= fr) x), [3. 2. 14) 
证 明 由 定 疼 3.2.1,x”E 3f(x) 意味 着 


(fr YE 
即 
(一 


再 由 定义 2. 2.4, 上 式 等 价 于 
‘rx’, x) 一 fr) 一 sup {Cx yO— fy 一 Cr )， 


此 即 C3. 2. 14).0 

推论 3.2.7 设 六 .有 一 民 册 1 ce) 是 正常 凸 明 数 ,f° 和 
六 人 分别 是 f 的 共 罗 渗 数 和 二 次 共 示 函数 ,x E dom7 ,并 且 fx) 
一 f(x). 

(C17)x” ED 当 有 8 仅 当 x EE 37° (x"), 

(29 9 f(x) = 9 f(x). 

证 明 {1) 下 定理 3.2.6 和 (x) 二 让 C0), 则 x 3x) 
等 价 于 

(x 一 十 
再 利用 定理 3.2.6 得 知 , 它 又 等 价 于 x€ 9f"(x")., 

(C2) 由 六 (x) 二) 知 7x 一 C7"*)* (x*), 于 是 ,由 定 
理 3. 2.5 得 知 r”E€ 3 了 (x) 等 价 于 


‘xo FC Cr). 


再 由 定理 3.2.6 即 知 , 它 又 等 价 和 于 xz E 3f* "(x). 站 
推论 3.2.8 设 太 有 一 民 昌 十 oo 是 正常 止 范 数 , 六 是 
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的 二 次 其 轻 函数 ,x EE domy ,并且 37(x) 天 好. 
(17 f(x) = f° (Cx), 
(C2) xD) = clf x). 
证 明 (41) 由 3.(X) 关 他 , 设 x” E31(x), 据 定理 3.2.6 有 


‘x fr). 
另外 ,对 广 利 用 (2. 2.10}CYoung-Fenchel 不 等 式 }, 央 有 
ex ry, 


由 以 上 两 式 得 到 x) 所 广 Cr) 因为 根据 定理 2.2.12 的 (1)? 知 
“是 Ff 的 恰 函 数 , 基 有 C0) 裤 7 所 以 xz) 一 (x). 

(2) 因 六 "是 基 的 强国 数 , 赦 了 世 有 .六 ”Ga) 所 clf (Cx) 二 (Y). 
于 是 ,出 (1) 即 知 fx) 二 clfCx)., 


3 3.3 次 微分 的 性 质 


设 .有 是 线性 拓扑 空间 . 由 定义 3.2.1 我 们 知道 , 凸 国 数 子 在 
点 工 持 党 处 的 次 微分 9 了 F(x) 是 对 俩 空间 综 ”中 的 -个 集合 , 因 
而 它 确定 一 个 从 -和 到 .多 "中 集合 的 集 值 映 射 9f; 有 一 2 ， 
xrr ar). 我 们 称 此 集 值 映射 为 了 的 次 徽 分 映射 ,也 简称 次 微 
分 .本 节 曾 述 次 微分 映射 的 运算 性 质 .连续 性 和 单调 性 ， 

先 介绍 次 微分 的 简单 运算 性 质 ， 

定理 3.3.1 设 上 六 ,万 :有 一 民品 十 ce 是正 稼 目 末 数 ， 
交 和 将 

《1) 若 wx 蒂 0 则 3fc 门 人 x) = a0 f(x). 

《2 六 (YY) HOF) Cot f(x). 

证 明 (1) 当 a 一 0 时 ,是 显然 的 . 设 a> 0, 由 定义 3.2.1 得 
知 x” EE 3 Ca 让 (x) 意味 着 对 任意 的 yE 绝 有 


(x yx ay) — af(r), 


3#3.3 次 微分 的 性 质 


全 y—#)< /0 — f(r), 


" 31* 


再 由 定义 3.2.1 有 € 93f(x), 即 x" € 9 f(x). 


(2) 设 x E99 让 02) 十 8 则 存在 xy 和 x 使 *” = x 


十 xX, 并且 x7 E3937) 和 x E393f(x). 由 定 广 3.2.1 可 知 
(XO) YY EN, 

Xi Ey) Oo f(x) YY EH. 

将 以 上 两 陈 的 两 端 相 如 ,得 


‘XI 二 XI 一 x | PC 十 foCy) | 


一 LA) 十 大 Go YE %, 
再 按 定 义 3.2.1, 寺 是 得 xz" 一 x? 十 xi EE9C7 十 了) (C(x). 中 
定理 3.3.2 设 f; 沈 一 RU {十 oo) 是 正常 是 孙 数 ,a EE 
EE RA) 一 《yx 十 用 是 受 上 的 仿 射 函数 , 则 


af +O 一 Dr) 十 Bi) YXE RH., 


证 明 由 定义 3.2.1 可 知 ,z 万 0{f 十 站 (x) 意味 着 


(一 二 | 十 如， y) 十 B | 
一 [For + Ca; x) 十 8] Y7yE 5， 
或 即 


‘x 一 有 了 一 大 SF 一 CE YYyE HE, 


于 是 ,和 峙 按 定 光 3.2.1 存 # 一 下 Eaxz) ,由 例 3.2.2 知 3iCx) 一 
{ 站 四 而 得 后 日 DT 十 zt 中 
定理 3.3.3 


设 广 : . 吕 一 起 则 1 十 ce 二 1 
凸 国 数 ， 


…， 1m) 是 正常 


FF) 一 max fx), ECE， 
| 
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Ix) 二 人 EE fi 二 (7) ,x EE 学, 若 各 护 在 点 
XxX" 扎 dom 了 处 是 连续 的 , 则 


df) =co { a3Fcr). 


证 明 因为 各 上 斥 和 二 1， :1m) 在 x' 处 是 连续 的 ,所 以 由 定 
理 3.2.2 有 


太一 和 0 


f 一 ,mm. 《3, 3.1) 
叉 由 在 x 处 是 连续 的 得 知 ,在 x" 的 某 邻 域内 有 
Fr) = max f(x}, (93.3.2) 
jE dr 


并 且 它 在 该 点 处 是 连续 的 ,于 是 同样 由 定理 3. 2.2 又 有 


af(x) = {x ER Nr ,df VYdEE wl}. 
(3. 3. 3) 


现在 证 明 
FC; d) = max frr Crs ;dd)， dE .2. (3.3.4) 


ieE Tr 
事实 上 , 当 i €€ Tx) 时 ,由 定义 3.1.1 的 (1) 和 {3.3.2) 有 


fC! 十 二) 一 jr) 


‘Cr dd) = lim 2 


te 


li 1 Lx t+) A 


PE 


一 疡 《2 本 ) 


因此 
Fr 人 max fr; d), (3. 3.5) 


iE Tr 


另 一 方面 ,从 定义 3.1.1 的 (1) 可 知 有 正 数 列 {&}, tt0( 公 一 


$3.3 次 微分 的 性 质 33 ， 
cl， 并 且 


Fr 十 二) 一 fix’) 


六 (xi d) 一 [im 7 (3. 3. 6) 


由 (3. 3.2) 得 知 ,至 少 存在 一 个 E T(x*) 使 对 无 限 多 个 点 有 有 
fx Hd) = fx + ad). 
由 于 对 这 个 7E ITCx') 根据 (3. 3. 6) 有 


fx 十 HG) 一 六 (2) 


= 让 | (CX 0#), 


x; dad) 一 lim 
故 由 (3. 3. 5) 知 (3.3.4) 成 立 . 
根据 (3, 3. 4) 和 注 3.2.3 可 知 , 对 dE .县 有 


fx; 4d) = max fi x?; od) 


iE T(x 


一 max sup ‘x, d);, 
EN "ERA 


即 
万 (re da) 一 sup 于 
2 E Len 
iE TD) 


由 此 , 按 定 多 1. 3,4 得 知 万 (5 四 关于 如 是 集合 UU ae) 的 
rE Ne) 
支撑 函数 , 因为 显然 有 ri U9 fi(x?) 关 放 ,所 以 由 定理 1.3.13 


iE Etr 3》 


和 {3. 3. 3) 得 到 


CO U 3 f(x') -一 {x" < ds; ad) 


VdE€E HI= 9 fx). 
最 后 ,证 明 co UU 3.f(x*) 是 闭 集 ,从 上 式 即 可 得 定理 的 结 


rE TE 


论 ,为 此 , 作 函 数 g: R” X (人 2" ”一 民 ， 
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EIA, XI, "+ Xi) = Dx ? C3. 3.7) 
i 二 1 


其 中 六 二 CALs "ss A RR". 志 


4 一 (2 = hE R"IALE0 


Ct 一 一 ] ， wii | my, Si -一 1|， 
t=1 


由 (3. 3. 7?) 可 以 推 知 


gl A Le 一 CO U3 fxr). {3,3.8) 
国 为 在 和 3 fxODG ETz)) 都 是 团 集 , 并且 由 (3.3. 站 车 g 闫 
于 久 和 x 中 一 1，…，m) 是 连 刍 的 ,所 以 根据 (3.3.8) 凤 得 


CO U 引 ftx") 是 诸 集 .1[ 


iE Lie 


下 而 是 次 微分 运算 的 基本 定理， 
定理 3. 3. 4 说 广 ， fz: RU {+ oe} 是 正常 廿 函数 . 若 
存在 点 x 仁 fdotm 六 ) 门 fdonma 六 ) 使 得 万 在 点 x 处 是 连续 的 ， 唱 | 


3x) = +o x) YE .A . 
{3. 3.9) 


证 明 由 定理 3. 3. 1 的 (2), 只 需 再 证 明 
dF + Fx) Caf) + 3 fr), 


为 此 , 设 z 所 8 (六 十 7x) ,我 们 证 肖 有 x E93ftx) 十 
9 rz) 不 妨 设 = 二 ,x 二 和， 所)? 十 50) = 一 0, 因为 否则 ， 
可 令 
gt) = +) ,2 
Ele) = f(x — falx), 


将 问题 转 为 对 gl 和 gs 来 讨论 . 


8 3.3 砍 械 分 的 性 质 3 
以 二 说 E95 十 fC ,我 们 来 证 明 98 EE 9 fC0) 十 
人 Af OE 二 fC0), 由 定义 3.2.1 知 
‘GC YE , 
所 而 有 
inf fi) + 0 = f(0) 十 户 (9)》 = 0. (3.3.10) 
作 集 全 
Si = epify = {x WER XxX RI7 A (rl}, 
(3,3.11) 
Ss = NF, PE RX RI flx) 2 9}. (3. 3. 12) 
由 domf1} 门 {dom/, } 下 ee] 和 和 A 是 目 艾 数 , 根 据 定 悍 2, .5 知 
S, 是 凸 集 , 同 理 .让 户 是 凸 画 数 可 推 知 S。 是 非 空 中 集 . 又 由 广 在 
点 x? 处 是 连续 的 .根据 定理 2.2.1, 它 在 int(dom 放 ) 肉 是 连续 的 ， 
于 是 由 推论 2,2,2 得 int 二 int(epi 记 ) 天 名 . 此 外 ,可 以 证 明 有 
intS, 门 汪 ,一 应 . 事实 上 , 吾 则 ,车 存在 (这 , 9) 和 E intS 们 5;, 则 由 
《3, 3. 117 和 (3, 3. 127? 有 
{fA), 
根据 此 ,导致 
inf 二 六 人) + fly) 和 万 (全 + (GE) < 9, 
JE 
它 与 (3.3.10) 相 牙 盾 ,根据 以 上 得 到 的 intSi 关 人 客 ，9: 关 记 和 
intS, 站 3 一 加 ,利用 定理 1.3.7 的 (2) ,可 知 存在 闭 超 平面 天 格 
分 离 intS, 和 和 S$S..， 按 定 诡 二 .3.2 的 (2), 也 妇 存 在 tx’,，7’) 七 
(有 
Cx TY Ee YR CK, 2) 
时 Cn 
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《证 xX!) 十 下 有 < Xx) 十 ?有 
Vx, 7 反 tt , YY Cx 7:» 人 四。 《3,.3,. 13) 


《3. 3.13) 左 端的 认可 以 任意 太 , 帮 7" 所 0. 但 若 有 8 一 0, 则 从 
x 各 (dom 方 ) 门 (domf,) 是 ff 在 点 处 是 连续 的 可 知 ,存在 
Ee 站 0 有 


(x F(x) + EE intSi, go 一 六 (xD 后 S,, 
于 是 由 (3. 3. 13) 导 致 节 盾 : 
CK XY A CX" , Xx). 
因此 ,我 们 得 知 ? 二 0. 
令 品 一 一生， 由 (3.3. 13) 注 意 到 9 << 0, 得 
一 《X77 十 而 字 一 《XY 十 训 
Yr EE Ss Yr Wy) EE Sz. 
特别 是 , 取 3 二 广 (x), 训 二 一 fkx'), 则 有 
— irr 十 万 (一 人 一) 
Yr E dom/, Yr EE domf;. (3. 3. 14) 
在 (3. 3.14) 中 取 一 8, 因为 60) 一 (0) = 0，, 故 得 
(xr N= 0 Yr € domf, 


据 此 ,由 定居 3.2.1 即 知 xr E330). 在 (3.3.14) 中 再 取 x* 二 
四, 同 理 有 

— 《Xk , x x f(x) 一 Fx) 一 fg) Yk 元 dom 六 ， 
于 是 得 一 x** € 3f(0), 因此 得 到 8 一 号 一 太后 99) 十 


a ft0). 1 
以 下 讨论 次 微分 映射 的 连续 性 , 为 此 , 先 给 出 集 值 映射 连续 性 


#3.3 次 微分 的 性 质 "13 了 ， 
的 定义 . 

设 多 是 线性 拓扑 空间 . 

定义 3.3.1 设 点 XY 区 , 集 合 ) CC 名 ,J 法 2， 
Xr* (xX) 是 集 值 映射 . 

(1) 者 点 x .从 ,并且 对 任意 的 点 列 {} 亡 . 呈 -， 如 一 如 
0 以及 一 有 二 Xx), 则 称 集 值 映 射 
节 在 点 如 生字 处 是 上 上 半 连 续 的 . 若 区 在 集合 SC 经 的 每 一 点 处 
都 是 上 半 连 续 的 , 则 称 多 是 3 上 的 上 半 连 续集 值 映 射 , 或 册 在 5 
上 是 上 半 连 续 的 . 

(2) 着 点 x 所 叶 ,并 且 对 任意 的 点 列 人 x C 守 x 
伟 一 co) 风 及 六 Ex 存在 正 束 数 型 和 点 列 { 瑚 } 于 区 有 
多 入 WE 人 空 枝 ) 和 关 一 名, 刚 称 集 值 映射 由 在 点 阅 后 有 处 
是 下 夺 连 续 的 . 若 多 在 集合 3 王 字 的 每 一 点 处 都 是 下 半 连 续 的 ， 
蜀 称 多 是 5 上 的 下 半 连 续集 值 映射 ,或 区 在 3 上 是 下 半 连 续 的 . 

(3) 若 区 在 点 如 捷 各 处 既是 上 半 连 续 的 又 是 下 半 连 续 的 ， 
则 称 集 值 映 射 多 在 点 x' 人 处 是 连续 的 . 车 少 在 集合 SC .他 的 每 一 
点 处 都 是 连续 的 , 则 称 多 是 3 上 的 连续 业 必 映射 ,或 三 在 3 于 是 

注 3.3.1 当 多 一 民 , 并 且 % = 六 .2 一 民 是 实 值 沙 数 时 , 定 
六 3.3.1 的 (1)7 意 即 对 任意 的 1 性 人 各 ,Xx 一 00) 有 (x') 
— F(x") ' 也 即 lim fx) 一 A(x). 由 {x*} 的 任意 性 ,可 知 它 等 价 于 


对 任意 的 。 这 0 存在 x? 的 邻 域 U(x") 避 ,有 
[fC — fx) | ee VYx€EUC'). 


对 照 定 尽 2.2.1, 即 了 在 点 如 处 是 连续 的 .类似 地 ,年 又 3.3.1 的 
(2) 音 即 对 任意 的 fx 人 广 训 Xt 一 00) ,存在 诗 和 数列 
[fjC R, 当 上 不 守 M 时 ,有 7) * (x), 即 lim fx) 一 
fx'). 同 理 , 它 也 即 了 在 点 za 处 是 连续 的 . 困 此 , 当 集 值 映 射 退化 
为 实 值 画 数 时 , 它 的 上 半 连 续 性 和 下 半 有 连续 性 (这 时 等 同 ) 以 及 连 
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续 性 部 是 实 俏 函 数 ! 实 泛 国 ?的 连续 性 . 但 应 指出 ,对 于 线性 拓扑 空 
加 上 的 一 般 集 值 映 射 耐 言 , 它 的 上 半 连 续 性 和 下 半 连 续 性 是 互 不 
包含 的 ， 

定理 3.3.5 没 / 党 一 民 岂 (二 ce 是 正常 凸 函数 .车 /在 
点 x" 蕊 domf 处 是 连续 的 , 则 3 了 在 x 姓 是 上 上 半 连 续 的 . 

证 明 从 在 点 处 是 连续 的 ,由 定义 2.2.1 知 了 在 x 的 
某 邻 域 (x 内 上 有 界 . 因此 ,由 定理 2.2.1; 它 在 Ux 内 是 连 
续 的 , 对 于 x E U(r ,由 定义 3.1.1 的 () 有 


TF 。 id) 一 jx) 
Pr d) — lim /+ 


rl 


Yd EE , 
(3. 3.15) 
故 对 任何 4 和 . 宛 ，, 请 数 


Tr ttd) 0 1 0, 
Flix, /) — i 


Cx; dd), t= 0 


在 Cx XX 上 上 0, ce) 内 是 连续 的 . 据 此 , 按 定 义 2.2.1 可 知 , 对 任 
上 虱 的 e 守 0 存在 x 的 邻 域 Uw) 和 Ux 和 而 守 0, 使 得 


全 二 二 一 万 (Yi d) 一 部 
Yr EUCXD), Yte ,6,). 《3.3.163》 


另外 .从 53.3. 15) 得 知 对 上 述 的 <E 盖 0 又 存在 上 全 0,. 有 


+ AD pr, <5 Yt EE (0, 6,). 
(3. 3.17) 


取信 一 mini6 人 ,由 (3.3.16) 和 (3.3.17)9[ 得 对 任 甩 的 x 七 
x") 和 和 伍 意 的 + (0, 8)， 有 


1 +t < r+ 


$3.3 次 微分 的 性 质 ， 3 


CE + td) fx) 
- i 


[ E 
十 9 十 了 
遇 
省 十 更) 一 了 0) 二 Ar td) — fm} 


所 
上 f + 


Yr EU YtEe 0,86). 
由 此 ,根据 定义 3.1.1 的 由 ), 对 任意 的 xE Ur) 有 


rtd) 一 Ar 


着 一 im 


上 + 二 


ZX + id) 一 了 CE 


上 te 


sx limy 
fi 


一 fr'; 三 ) 十 E， 


从 而 
inf sub fry dr dd). 


邻 e -> 0. 得 到 
inf sup Frid}y Er ; df). (C3. .3.18) 


iia) xe 
根据 注 2.1,.3, 妈 知 产 Cx; 2) 关于 x 在 x'" 处 是 上 半 连 续 的 . 

国 为 了 是 正常 酝 函 数 并 旦 在 忌 (i) 内 是 连续 的 ,由 定理 
3.2.1 可知, 对 任意 的 xE Ux") 有 3 闫 名. 设 x' E91f(x)， 
根据 定理 3. 2, 2 得 到 

xd dy YdEeE Hm, YrEeUtr). 
©3,.3.19) 

以 下 证 明和 集 值 映射 3 在 x* 灶 是 上 半 连 续 的 . 为 此 , 任 取 点 剂 
{et 人 EE 一 全 x tk co ,内 玉 Te 石 2 Fx}, Yr . 从 
(3. 3. 19) 有 

‘x dmd) YdE .HR , Yr E Ux). 
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据 此 ,由 (3. 3.18}) 知 ,对 任意 的 4€ 2 有 
‘x*, dd) 一 lim xr dyin sup Fr; d) 


HY FELCE) 


A inf sup f+ (x; d) 


Troy retry 
所 站 Ck; td) 了 


于 是 根据 定理 3.2.2 可 知 xX”E€ at) 最 后 ,由 定 闵 3.3.1 的 
(1), 便 得 3 了 在 x" 处 是 上 半 连 续 的 .[ 
最 后 ,阐述 次 微分 映射 的 单调 性 . 
定义 3.3.2 设 点 xE 名, 集合 $C ,yy 人 2 ， 
xzr> gfx) 是 集 值 映射 . 知 对 任意 的 zyE .富有 
(一 
[3. 3. 20) 


则 称 是 .党 上 的 单调 集 值 映射 ,或 称 集 值 贤 射 册 在 县 上 是 间 调 
的 ， 

注 3.3.2 当 .: 和 一 及 和 如 一 只 ,区 是 单 变量 画 数 多 一 产 玉 
地 民 时 ,定义 3.3.2 中 的 x 一 zz 二 f(y) ,(3.3.20) 肥 为 
Cf — fir), yx) 0. 

由 此 ; 当 x 志 yy 时 有 Cx) 达 了 (yy) ,这 也 即 是 R 上 的 单调 明 数 . 
定理 3.3.6 设 三 .2 一 尺 U1 二 coco) 是 连续 的 正常 凸 函 数 ， 
则 3 三 在 ,2 络 上 上 是 单调 的 . 
证 明 对 于 任意 指 x,yE .32 任 取 zi 和 Dr 和 了” 和 毛 
9 f(y)，, 出 定义 3.2,1 有 
(xX) x) VYyER (3.3.21) 
和 
yx) fy) YE 有 《3.3.32) 
由 (3. 3.22) 有 (一 六 ,一 2 For) 一 7 将 它 与 (3. 3. 21) 的 
两 端 相 加 得 人 rz 一 入， 一 2 委 0, 注 意 , 妨 Ex 和》 E€ 


$3.3 次 征 分 的 性 质 -41+ 
3 f(y) 是 任 取 的 ,有 

人 ”一 Vx Ef), VYy* EE 9fy). 
因此 ,由 定 尽 3.3.2 即 知 3z 在 .有 史上 是 单调 的 . 昌 

进而 ,下 面 考虑 更 强 的 单调 性 . 

定 尺 3.3.3 设 点 zE .2 ,集合 WEzt) 志 . ,YR 一 2 ， 
ze gtx) 是 集 值 映射 , 阁 对 任何 正 整 数 x 守 2 和 任意 的 x*EE 绕 
(一 ]，，，mr) 有 

(xr 

< 已 WR 万 jx), mk Vm HN™), £3, 3. 23) 
则 称 多 是 : 芝 上 的 袖 球 单调 全 值 映射 ,或 集 值 映射 多 在 .后 上 是 入 
环 单 幸 的 ， 
显然 ,在 定义 3.3.3 中 当 严 一 2 时 ,(3,.3,.23) 即 


CX O00 


VX E rN, Vrs E Bx), 
或 
{re xX 0 Vr EE Wr Vx? EE Wx), 
于 是 ,由 定义 3. 3.2 可 知 , 这 时 邓 在 . 孚 上 是 单调 的 . 
定理 3.3.7 设 / 纪 一 只 Us 是 连续 的 正常 凸 画 数 ， 
则 3 了 在 .党 上 是 循环 单调 的 . 
证 明 对 任意 的 EE 名 (一 1，…, mm), 任 取 x* 全 93 f(x')， 


由 定义 3.2.1 有 
< 4 x Xl? Fx) 一 flr), 
《一 SC) 一 


(Xi Tl Oo kK") ER) CO— fr"), 
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将 以 上 各 式 两 端 相 加 ,注意 各 六 EE 3 7x 是 任 肥 的 ;好 得 
(3. 3,23), 由 此 , 按 定 六 3.3.3 即 可 知 a 了 在 .党 上 是 循环 单调 
的 .1 


$ 3.4 凸 规划 的 最 优 性 条 件 


利用 凸 函 数 的 次 微分 ,本 节 论 述 凸 规划 问题 的 最 优 解 要 满足 
的 最 优 性 条 件 . 这 是 数学 规划 理论 中 最 基本 的 问题 . 

设 YY 是 线性 宝 则 ,ff 一 RU {I 土 ooj, 8: "RU 
{i py 和 hh,: YR { {十 ca = 1] ，-。，， oy 部 
是 广 记 实 值 前 数 , 则 . 般 形 式 的 数学 规划 问题 记 作 

J 
4 ,, gtx) ,1 二 1， "pp: {MP) 
h(x = DD. J 一 了 ， i. 

上 式 中 的 六 称 为 CMP) 的 目标 古 数 ,minf (x) 表示 对 f(z) 的 概 小 
化 gi 二 1 户 各 和 (一 1 9) 称 为 约束 三 数 ,s.1. 表 示 
在 和) 宝 口 , 了 一 ] ，…， fa 

是 (CMP) 的 不 等 式 约 末 条件 ; 
,kX) 二 ,7 二 1 
是 MP) 的 等 式 约束 条 件 , 记 
入 一 EE 它 lg tx) 志和 0， 1 一 1 Fz hl) = Ds, 


j= 1, ,9)， 《3. 4, 1) 


则 问题 (MP) 也 可 简 记 作 
mini/ x), (MP) 
= 


§ 3.4 凸 规 划 的 最 忧 性 条 性 “143 。 
其 中 让 局 称 为 (MP) 的 约束 业 . 
特 员 是, 当 广 二 和 时 , 称 (MPE? 是 无 芍 训 李 小 化 问题 ,并 记 它 
为 
min/ cx), {LIMEP) 


当 久 郑 全 是 的 真子 集 时 , 则 称 IMP) 是 约束 酸 小 化 同 题 ， 

苦 问 题 (MP) 中 的 目标 函数 是 是 函 数 , 并 日 约 东 集 外 是 西 
集 , 则 称 它 是 廿 规划 问题 或 三 般 划 . 若 (CMP) 中 的 罚 标 了 基数 了 以 及 
约 上 函数 gi 二 1， …, 记 ) 和 (二 1， ,9) 都 是 线性 消 数 , 则 
称 它 是 线性 规划 问题 或 线性 规划 ， 

注 3.4.1 若 (MBP) 中 的 六 太 人 一 六) 是 山 国 数 ,， 
(一 1-… ,9g) 是 仿 身 函数, 则 (MP} 基 一 凸 规划 . 事实 上 ，, 记 

S = Nr EY la) SO}, 


由 
3 人 位 人 PC = 0), 


由 53. 和 . 17 知 
X= 4, 门 S: 
国 为 gC 二 1 户 ) 和 后 (j 一 14、 9) 帮 是 凸 函 数 ,根据 定理 
2.1.2 知 ,它们 相应 的 水 平 集 {x Ejgx) 和 04 二 1， …， 疡 ) 
和 {x 七 祝 (x) 一 0)G 一 1 9) 都 是 凸 集 , 所 以 由 定理 
1.1.2 的 (2) 得 知 它们 的 交集 是 凸 集 . 此 外 ,由 于 线性 函数 也 是 
凸 蜀 数 , 故 线性 规划 也 越王 规划 . 
对 于 凸 规 划 问 题 CMP) ,考虑 它 的 约束 集训 上 的 指示 户 数 
_ 性， 于 和 
Dr (CE) = oo yxEYX, 


则 约束 极 小 化 问题 (MP} 可 以 转化 为 等 价 的 无 约束 极 小 化 问题 ， 
min[ fCx) + xCx) |. (3. 4. 2) 


ee— i mr 
-一 一 一 一 一 
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定 尽 3.41 设 集 台所 所 区 非 空 ,六 和 一 及 册 1 士 ce) 是 广 
义 实 值 函数 . 车 XE 及 ,并且 


FY 二 (本 EX, 


则 称 记 是 数学 规划 问题 (MP) 的 最 优 靛 (或 柱 小 解 ), 7 是 (MP ) 
的 最 优 值 (或 极 小 值 ). (MP) 的 所 有 最 优 解 组 成 的 集合 称 为 (MP) 
的 最 优 解 蘑 , 记 作 大 

对 于 线性 拓扑 空间 人 党 上 的 无 约束 曲 规 划 问 题 C(UMP), 它 的 
最 优 解 有 如 下 简单 的 最 优 性 充分 必要 条 件 . 

定理 3.4.1 设 f; .党 疗 RRU {十 oo} 是 止 常 凸 明 数 , 则 x 是 
《CUMP) 的 最 优 解 当量 仅 当 OE€ 937(3). 

证 明 由 定义 3.4,1, 注 意 到 这 时 六 二 . 沈 , 则 #3 是 (UMP) 的 
最 优 解 意味 着 

fr) 于 0 YrE.%， 


印 
(Bx ER fF) YYE RR. 


依据 定义 3. 2. 1, 它 与 8€ 3 了 (X) 等 价 .0 

推论 3.4.2 设 / 启 一 尺 蚌 正常 凸 隙 数 , 知 f 在 R" 上 可 微 ， 
则 Xx {UMP) 的 最 优 解 当 且 仅 当 VC 二) 一 0. 

证 明 因为 / 是 R* 上 的 可 微 函 数 , 由 推论 3.2.5 可 知 ,对 任 
音 的 xE R*, 有 9f(x) = {YA(x)}, 由 此 ,根据 定理 3.4.1 即 可 得 
到 Vix = .1 

下 面 的 定理 指出 , 凸 规划 问题 的 最 优 解 集 必 是 凸 集 . 

定理 3.4.3 设 兴 区: 字 是 非 空 凸 集 ,六 全 RU TI 十 ce 
是 正常 凸 另 数 , 则 (MP) 的 最 优 解 集 X 是 凸 集 . 

证 明 设 久 了 好, 则 有 最 优 解 zE 误 . 记 CMP) 的 最 优 值 7 = 
XK}, 由 定义 3.4.1 知 


X= (rE KIfI(Y) & f). 
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因为 区 是非 空 凸 集 , 上 是 凸 国 数 ,所 以 由 定理 2.1.2 得 知 ,对 于 
7E RR, 其 相应 的 水 平 集 和 是 凸 集 :1 

为 论述 约束 上 是 规划 问题 (MP) 的 最 优 解 要 满足 的 最 优 性 条 
件 ,我 们 先 给 出 如 下 的 引 理 . 

引 理 3.4.4 设 严 ; 罗 一 玉 U + ec) 是 正常 是 函 数 ,六 :有 
-> 玉 人 一 1, …，9) 是 仿 射 函数 ,h(x) 一 (x),，… ,hlx)) ,并 
gE [htdomF))] , 则 


FOO YrE {rER [hx = 0 (3. 4. 3) 


当 且 仅 当 存在 w 记 0 和 jE RG 二 1，…，,9) 使 得 
wh 十 DpAr) 0 VYxEdomF. (3.4.4) 
1 三 1 
证 明 ”充分 柱 .由 06€ (hdomF))' 可 知 存在 x E dommFz 使 
hcx) 二 8, 据 此 ,从 (3.4. 我 们 有 
wh 0 VrE {EARIh) = 00). 
因为 w > 0， 所 以 得 到 (3. 4.3). 
必要 性 . 作 向 量 洱 数 G; domF 一 RX 民 ， 
GOr) = {F(x), h(xXY), (3. 4.5) 
记 | 
A={(y, 2 ERXRIyP0,2— 0}). (3.4.6) 
由 (3.4.5) 和 (3. 4. 3) 易 知 集合 CCdomF) 十 4 忆 R"' 非 空 .我 们 
指出 , GCdomF) 十 4 还 是 凸 的 , 事实 上 , 任 取 人 yy ,2 Cy 2) 
GdomFy 十 4, 由 (3.4.5) 和 (3.4.6) 可 知 存 在 ,x EE domy ， 
使 
Fr) Ey, FOr) <， 


h(x) = fl, hr') = 二. 
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于 是 ,对 任意 的 4E 0,1), 由 于 了 基 凸 色 数 和 上 (i 二 1,"…, 9) 是 
售 射 函 数 , 我 们 有 


FlAx t+ (1 Vx) AFCDY 十 (1 — FCxX’) 
Ay 二 (1 CO— ADy’, 
ha Cx ARC) + (1 — DRCx’) 
< Az! 十 《1 ~ A)z’, 
据 此 ,得 到 0 十 (一 和 Dy A 十 (一 De) EGldomF) 十 及， 


故 由 定义 1 1.1 知 GdomF) 十 4 是 凸 党 . 
办 一 方面 ,对 于 非 空 凸 集 


Do (yO ERXRIy<O0,z= 0), (3.4.7) 
由 《3.4.37 和 (3.4.6) 可 知 
PEGdomF)y+ 4， 
由 于 任何 有 限 维 非 空 凸 集 的 相对 内 部 是 非 衬 的 , 帮 有 
(GldomF) + A FG, TA. 


因此 , 凸 集 Cdomr) 十 4 和 口 蚌 可 分 离 的 . 和 根据 定理 1.3.5 的 
(1) 可 知 ,存在 (ww 由 E 六 XX R"\M{0), 使 得 


{Ler Y} 十 ‘Hs Ea AE ts yy ) 十 《AP Z 
Yly ,IED Yly, 2) EE Gdomt +. 


记 凡 二 Ca 在 上 式 中 取 玉 二 FX, 一 和 XD (XK 
domF) ,注意 y 二 0 和 xz 二 OC( 见 (3,4.7》), 则 有 


Cw YE ro FOX)DY + cH, hx)? 


VYy 后 《一 co，0)， Yr EE domF, 《3. 4. 8) 
即 
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中 
wy' EwFC) 十 > ph Cx) 
J 一 1 


YYy EC— oo O00, Yr EE domr. 


令 y -0: 得 到 
wh Dh) 0 YrE domF, 
j=1 


这 就 是 (3, 4.4), 下 面 涪 明 ww 闭 0. 首先 ;因为 (3.4.8) 中 的 y' 可 趋 
于 一 心 而 其 有 端 是 有 限 数 ,; 故 ww 不 能 取 负 值 . 此 外 ,由 于 8€ 
CRCdomm))' ,WH ww A 0. 因为 否则 , 若 吧 一 人 0， 则 由 《3. 4。 8) ,将 有 


CH Rx) D0 VYx EE domF, 
即 
iH 2 0 Yr EE hdomr). 


因为 8€ (dom))', 放 上 式 仪 当 上 4 二 0 时 才 有 可 能 ,这 导致 与 
Cw，H) 也 引 相 耶 盾 ,从 而 引 理 得 证 .1 

下 面 鹿 述 约 束 凸 规划 问题 MP) 的 最 优 解 要 满足 的 最 优 性 条 
件 ， 

定理 345 设 三 .: 洛 一 尼 册 二 oo 和 有 :有 一 民有 
(eol 一 1， 记 ) 是 正常 山 函 数 , 训 : 一 恨 人 一 上 7] 
是 连续 的 仿 射 消 数 ,XX 关 名 出 (3.4.1) 确定 (其 中 = 愉 ), 阁 f/f 
和 gi 二 1:…， 户 ) 在 点 XE 入 处 有 限 并 有 是 连续 的 , 则 #E 入 当 
县 人 权 妆 兰 在 到 之 吕 [和 。 “ry A E 开征 和 fm， 机 Le) € R’ 使 得 


掉 了 
OE waft 和 AogA(F) 十 DY 3 hE) 
"1 j=1 


有 8 = 0,i—=1, a ££}! C3. 4. 9) 


[ETT 


证 明 记 四 = (A 上 .7, 完 设 hh 一 是 注射 的 ; 即 
有 (2 二 R91. 因为 了 和 gi 一 1， 户 ) 在 点 ?处 有 限 且 是 连续 
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的 , 故 有 


iE (dem NN (A (domg,)" . 


从 玉生 天, 由 (3.4.1) 知 8) = 二 9, 因为 是 仿 射 向量 函数 和 满 射 


的 ,得 知 


0 一 h(x) € [cdom/) N {dome))} |. 


由 广 E 总 ,根据 定义 3.4.1 有 

CT) — fID 0D WE 党 
按 人 3.4.1){《 当 汉 = : 受 ) 得 

imax [/ Cx) 一 f(X), g(x) | 0 

lip 

YE XE Rh = 0}. 
内 
人 
Fx) = max [Féx) 一 fF(E), g(x) |， 
1 二 1 所 户 
由 3. 4. 113 我 们 碍 
(0 VE 信和 和 Cr) = 0 

并 且 

domF = dom/ 站 | 入 (domg) | . 
此 外 , 蒜 人 3. 4. 107 知 

1E [hldomF)) ， 


《3, 4. 10) 


(C3. 4. 11) 


(C3. 4. 12) 


C3, 4,. 13) 


于 是 由 引 理 3.4.4 得 知 (3. 4. 13} 成 立 的 充分 必要 茶 件 是 ,存在 也 


全 0 和 包 人 一 1，…，9)， 使 得 


wh 十 > pit 0 VxE domF. 


二 1 
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由 于 忆 闭 0, 上 式 等 价 于 


wh 十 DO FAAK) 0 YXEB. (3.4.14) 


41—1 


因为 G0) 一 ww) 十 h(x) 也 是 .多 上 的 正常 四 函数 ,由 


《3, 4, 13)9] 知 C3. 4， 14) 意 味 着 它 在 主人 名 处 村 到 最 优 值 EY) 一 
0, 所 以 根据 定理 3. 4.1, 有 


9 
0€ 9E(E) = 3| wh + > hh, |(¥), 
j=1 
据 此 ,由 定理 3.3.4,; 从 上 式 得 到 
OE waFlx) 十 >) Bohr). (3. 4. 15) 


了 一 1 


另外 ,由 53. 4,.12) 根 据 定 理 3.3.3 有 


3 FC) ~ co{3 f(%), 9 gi(¥)), 


了 后 并 


a 
= 


其 中 
T(E) 一 {EE {1, ,pbp) |g(X) 一 小 |， (3.4.16) 


因此 ,由 定理 1.1.8 知 , 存 在 . 


产 


N00iE TE), A=0 (iF)), Dh= 1 


1 二 小 
(3. 4. 17) 
此 
3 FE) 一 23 fCE) 十 ZA gil¥). 
1 一 1 
将 它 代 入 (3, 4, 15) 有 


六 9 
OE whad FE) + w DAa gE) 十 2 BahslT). 
iml J 一 ] 
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令 本 二 WA 二 一 4) 人 上 式 即 得 (3.4.9) 的 第 ) 
式 , 再 由 (3. 4. 16) 和 (3. 4. 17) 可 得 563. 4, 9) 的 第 2 式 和 第 3 式 . 
以 上 过 程 是 可 道 的 , 故 所 得 结果 是 XE 于 的 充分 必要 条 件 . 
若 h: -= RR 不 是 满 射 的 , 则 可 取 衣 (和 %) 关 名 来 替代 展 ，, 作 
同样 的 讨论 , 即 可 使 本 定理 得 证 .中 
定理 3.4.5 称 为 是 规划 的 Fritz John 定理 ,其 中 的 (3.4.9) 称 
为 凸 规划 问题 (MP) 的 最 优 解 的 Fritz John 条 件 . 
推论 3.4.6 设 六 RR- 玉 (十 和 有 R" 一 KU 
(十 os pp}) 基 正 常 凸 靖 数 ,让 : 民 一 RO 一 1， 
是 线 福 两 数 , 久 了 名 由 (3,4.1) 确定 (其 中 一 RD). 若 7 和 g;( 
一 1，……, pp) 在 点 XE X 处 可 微 , 侧 六 E XX 当 且 仅 当 存在 包产 0， 


《六 ， ss A EE- RR’ 和 Cn, "en pT 和 R’, 使 得 
此 时 

to VE) 十 >， 和 VD 十 2 pe hx) = 0 
f 1 :=1 


A CE) 二 到 D0, 1 一 1 ， ms pe: 


{TE A ， ee 4 ) ”天 看 . 


忆 


证 明 由 推论 3.2.5, 这 时 3.7(¥) 一 (WH(X)}, 3 g.(¥) 一 
{Sg RI = 1 py ARE) = {RI = 1 9). 
因此 ,根据 定理 3.4.5 有 即 可 得 证 .中 

最 后 .介绍 著名 的 及 uhn-Tucker 杀 件 . 

定 肥 3.4.2 设 g RU 二 ttl 站) 和 请: 
RU 一 1 …,9) 是 广义 实 值 画 数 ,X 由 (3.4.1) 确 
定 . 若 存在 点 总 拓 苹 , 使 得 

gE < 011， 六 (一 0 一 1 gd 
(3. 4. 18》 


则 称 (MPE) 的 约束 集 戈 ( 或 约束 画 数 车 人 一 1 产生 一 
…，9)) 满足 Slater 区 素 规格 ， 


8&3.4 凸 规划 的 最 优 性 淋 件 * 1 和 1 。 

定理 3.4.7 设 上 六. 宁 一 及 则 (十 co) 和 :有 一 只 出 

{十 oo}G 一 1,", 记 ) 是 正常 册 函 数 ,h; 驳 一 RCOj 二 1 9) 

是 连续 的 仿 射 函数 , 羡 关 名 由 (3.4.1) 确定 (其 中 入 一 和 ) 若 7 

和 gt 一 Ta) 在 点 FE 元 处 有 轨 并 月 是 连续 的 ,和 满足 

Slater 约束 规格 , 则 XE 文 当 再 仅 当 存在 (和 ，…， 5)7 E Ri 和 
(hi) EE Ri, 使 得 


六 9 
OE fF DO Di 十 >) pan (xk); 
人 盖 : 《3. 4. 19) 


Age (EE) 一 总 ， ” 一 1 ， wi pp». 


证 明 充分 性 , 由 定理 3.4.5, 取 万 二 1 部 得 . 
必要 性 , 根据 定理 3.4.5, 只 要 在 条 件 (3,4, 18? 下 证 明 其 中 的 
说 人 0 邵 可 , 学 实 上 , 若 假 设 记 = 0, 则 由 (3.4.9) 的 第 1 式 , 有 


户 可 
0E 2 A9 g(T) 十 2 ah), 
『 一 了 一 


由 定理 3. 3.4 即 


撕 此 .利用 定理 3. 4.1， 得 知 ¥E 久 是 以 Ng Co 十 DY hn) 


为 日 标 函 数 的 无 约束 极 小 化 问题 (P) 的 最 优 解 . 另 外， 由 
(3. 4. 18)、(3.4.16} 和 (3.4. 17》 得 知 , 存 在 点 * 扎 区 使 得 


> 和 (天 ) 十 > hh) < 0 = > 和 eg ( 正 )》 十 > hx}, 


这 导致 与 # 是 (P) 的 最 优 解 相 矛 盾 . 
定理 3.4.7 称 为 百 规 划 的 天 uhn-Tucker 定理 , 其 中 的 
(3. 4. 19}) 称 为 上 三 规 划 问 题 (MP}) 的 最 优 解 的 Kuhn-Tucker 条 件 . 
推论 3.48 设 f; RR 一 RR 和 gi: R' 一 六 (二 1,…', 轧 ) 是 
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正常 凸 咕 数 ， 产 ): RR 《了 一 1 +， 90) 是 线性 画 数 ,其 天 到 由 
(3. 4. 1) 祖 定 (其 中 他 ”== R"), 并 且 关 满足 Slater 约束 规格 , 则 六 E 
过 当 且 和 仅 当 存 在 CU ，…, 2,)TE 了 和 (万 ， ;高 )”E Re, 使 得 


rr 
十 > Ve) 十 Db WA) = 0; 
i 二 1 


Ag(X) = 0 i = 1 p: 


证 明 由 定理 3. 4.7 和 推论 3.2,5 即 可 得 证 .1 


第 4 章 Lipschitz 了 消 数 的 
C- 次 微分 


lipschitz 函数 是 ~ 类 重要 的 非 光滑 函数 , 它 的 C- 次 微分 是 目 
前 各 种 意义 下 次 微分 中 最 具有 代表 性 的 , Lipschitz 消 数 的 G- 次 微 
分 具有 : 般 可 微 凿 数 的 许多 有 用 的 性 质 , 如 次 可 加 性 .乘法 规则 、 
复合 国 数 链 式 法 则 以 及 中 值 定 理 等 . 此 外 ,在 有 限 维 空间 中 的 
Lipschitz 果 数 是 几乎 处 处 可 微 的 ,而 对 于 凸 的 Lipschitz 函数 而 
言 :; 则 它 几 乎 就 是 可 微 的 . 

本 人 章 将 先 介绍 Lipschitz 天 数 的 G- 方 向 导数 和 G- 次 微分 概 
念 . 然后 ,讨论 它们 的 有 关 性 质 . 几 何 特性 以 及 在 有 限 维 空间 的 基 
些 特殊 结果 . 


AS 4. 1 G- 方 向 导数 
设 .各 是 Banach 空间 ,x € 汐 ,， x (或 站 zs 表示 天 (在 
3 中) 的 范 数 ,B8 表示 (C 禾 中 的 ) 开 单位 球 , 即 
B= {x€ 省 x| 1). 


定义 4.1.1 设 集 合 3C 王 非 室 ,太一 及 是 实 值 函 数 ， 
(1) 若 对 任意 的 x!， x 5 和 某 常数 ”7 汪 0 有 


(fir) ~ FD) ro 


则 称 函 数 上 在 S 于 满足 C7 秩 )Lipschitz 条 件 ,Y 称 为 是 的 Lips- 
chitz 常数 ， 
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(2) 车 对 点 妆 后 存在 0, 使 得 三 在 妇 十 上 上 满足 (7 
秩 )Lipschitz 条 件 , 则 称 了 在 点 x? 附近 满足 C7 秩 )Lipschitz 杀 件 ， 
或 了 在 点 如 处 是 人 7 秩 )Lipschitz 的 , 若 对 任意 的 x SS, 在 点 x* 
附近 都 满足 (7 秩 )Lipsehitz 条 件 , 则 称 了 上 是 3 上 的 (7 秩 )Tips- 
chitz 函数 ( 泛 函 》, 或 了 在 3 土 是 (7 秩 )Lipschitz 的 ， 

lipschitz 函数 类 和 包含 了 很 大 一 奖 函 数 , 例如 , 山 函 数 就 是 其 
有 有效 域 上 的 Lipschitz 图 数 , 可 微 国教 都 是 Lipschitz 函数 . 

定 尽 4.1.2 设 集 合 SC 肖 非 空 ,函数 了 3 一 及 在 点 和 后 
处 是 (7 秩 )Lipschitz 的 ,4 € 有 珈 . 若 极限 


AT nn A 


Fr; d) = lim sup : {4.1.1) 
存在 , 则 称 它 是 了 在 点 加 处 沿 方向 妈 的 广义 方向 导数 或 G- 方 向 


导数 . 
定理 4.1.1 设 集 合 $C 咖 非 空 ,了 在 +E ss 处 是 (7 秩 )1ip- 
schitz 的 ， 
(1) Ptxr# 的 关于 如 是 正 齐 次 和 次 可 如 的 ( 即 次 线性 的 ) ,有限 
的 ,并 且 满 足 
Fx; 四 | 委 7Y11d1 


2 nx, — 一 一 (x; dd). 
证 明 (1) 由 了 在 xx 附近 满足 > 秩 Lipsehitz 条 件 , 根 据 定义 
4.1.2 可 知 , 对 任意 的 a 实 0 有 


F(x, oz] 一 limsup A + Hd — A 一 of: 好 ) ， 


上 


故 正 齐 次 性 成 立 . 又 对 任何 下 ;让 所 史 有 


fx’ + td + itd) — fOr) 


PR; 个 ) 一 limsup 


4.1 如- 方向 导数 * 155 + 


Fx + tad! ed) fx' + ty) 


< lm sup 3 


I 一 di -+ 
reot 


, Fix + tH) — Fx') 
十 Timsup TT 
ot 


即 
rs ad td) x; d+ Fx; d’), 


故 它 具 有 次 可 可 忻 , 由 此 , 产 (x; 由美 干 dd 是 次 线性 泛 函 . 
男 奸 , 按 定 义 4.1.2 和 定义 和 411 的 (), 有 


fx' + td) — fx') | 
£ 


[Pr; dd) | Yl dl,， 


因此 ,对 于 和 任 给 定 的 df， 
(2) 由 定 艾 4.1.2 知 


PCxt dd)| 是 有 限 的 . 


Fx — td) 一 Fr 


六 (Ci — dd) 一 lim sup 


十 
[ek 


令 x 二 一 组 ,从 上 式 有 


fx" + td) — flr") 


ftir; — 4) =— limsup 
TE 下 


二 


吉 让 (Gx; 一 如 ) 一 一 f(x; dd). 
注 4.1.1 由 定理 4.1.1 的 (17 和 (2)， 易 知 育 


x; ad) = af {x; d), aoE Kk. (4.1.2) 


定理 4.1.2 设 和 集合 5 忆 小 非 空 ,f 在 x€ 3 处 是 (7Y 秩 )Lip- 
schitz 的 . 

(1) 函数 产 (xi 中 在 点 C(x， 的 处 是 上 半 连 续 的 . 

《27 产 (fi 0) 关 于 4 在 雪上 蚌 Y 压 Lipschitz 的 . 

证 明 《1) 考虑 任意 点 列 {x2)， 有 一 xz， 以 及 (所 玖 ,和 一 
d (一 吕 )， 对 于 每 个 庆 ; 由 定义 4.1.2 知 存在 ;全 才 和 之 0 
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使 得 
| 攻 一 关上 十 二 包 再， 
fd) 一 六 re) 
站 各 ) 下 志 


_ xs + td) 一 At) 


i 
十 FE td) — fx + td) 


i 
并 且 上 式 右 端 第 2 式 小 于 Ya 一 dd . 令 k&->oo0, 从 上 式 即 有 
limsupf" (x d*) & f° (xs d). 
由 此 ,根据 注 2.1.3 即 知 产 (xz; 由 在 tx, 四) 处 是 上 半 连 续 的 . 
(2) 对 于 任意 给 定 的 由, 直 € 绍 , 我 们 有 
Fr 十 刘 ) — fr yfor + fx +r da dl 
从 而 


r 1» 1 f 2z、 : 
lim sup < 十 td) fF) limsup < + tA) — f(x'y 
TE 让 TE : 
tn 十 tent 


十 Y| 下 一 到 上 


握 此 ,由 冠 多 4.1.2 得 
Pexs dy) Ps d+ 7a md. 


由 和 ,gd? € 雏 的 任意 性 , 按 定义 4.1.1 知 让 (x; 4) 关 于 4 在 泥 
上 是 > 秩 Lipsehitz 的 .中 


$4.2 G- 次 微分 


设 吕 是 Banach 空间 ,. 禾 ' 是 客 的 对 侦 空 间 ,x* 抱 ET 万 


34.2 G -次 微分 " 1#7 ， 
多 的 连续 线性 汉 函 ,x" ,x) 表 示 泛 落 x' 在 x 处 的 值 . 
定义 4.2.1 设 集合 3 CC 镶 非 空 ,函数 :5 一 RR 在 点 x* 导 5 
处 是 (7Y 秩 )Lipschitz 的 . 阁 x* E 涡 ' ,并 有 8 


‘x dd YdE, {4. 2.1) 


则 称 x' 是 了 在 点 x 处 的 广义 次 实 度 或 G- 次 梯度 .了 在 点 x? 处 的 
所 有 GG- 次 梯度 的 集合 称 为 在 点 x" 椒 的 广义 次 微 分 或 G- 次 竹 
分 , 记 作 a Fx ) ,EH 
arf(x) = {x E Br, DE fr dd) VE %). 
(4. 2. 2) 


车 83"fCx") 天 区, 则 称 扩 在 点 x? 处 是 广义 次 可 微 的 或 G- 次 可 徽 
的 , 若 了 在 3 的 每 -点 处 是 @G- 次 可 微 的 , 则 称 了 在 3 土 是 G- 次 可 
徽 的 . 

例 4.2.1 设 驹 一 六 zl) 二 |x|. 按 定 多 4 1.2, 对 任意 的 
恕 ER 有 Prie) 一 纺 由 定义 4.2.1, 得 


] ， 了 Di 
"f(r) 一 1，1， 工 一 0; 
一 1， zc 0 
定理 4.2.1 设 集合 SC. 贸 非 空 ,在 x E55 处 是 7 我 了 ips- 
chitz 的 . 
(1) 9°f(x} 是 非 宝 凸 集 , 且 在 瑶 " 中 是 紧 的 (在 弱 * 党 余下 ). 
(2) 对 尾 意 的 d < 更 , 有 


tx; dd) — max {<¢x* » dix* tE€© a fr)}. 
证 明 (1) 由 定理 4.1.1 和 Hahn-Banach 定理 后 : ,至 少 存在 
一 线性 泛 国 < ; .' 澳 -*x 民 ,使 得 对 任意 的 dE 和 个 有 (x, 中 寺 让 (x; 
ad)， 因此 ,3°f(x) 是 韭 空 的 .3°f(x) 显 然 是 频 的 . 此 外 ,利用 定理 
4.1.1 的 人), 有 
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‘x ,dr dd) Ydl. 
由 Alaoglu 定理 * 即 知 在 弱 * 意义 下 3%7(x) 是 紧 的 . 
《2) 反 证 :假设 对 某 个 如 € 溢 ,有 
FE 
由 Hahn-Banach 定理 可 知 , 存 在 连续 线性 汉子 Xx 和 : 泥 ,使 得 
FA; dx dd YdEe WB, 
并 有 日 户 Cx; 4d) = 二 有》 然而 王 过 9) 这 显然 是 布 盾 
的 .中 
定理 4.2.2 设 集合 SC 过 非 空 ,f 在 x 全 S 处 是 Lipschitz 
的 . 
Cx E91x) 当 且 仅 当 
‘x dd YdE ww,. 
C2 设 {Xs (0 ,0 ， {xe } ( SE" , XE 所 Fr) (二 一 1， 
2， + 蔡 放 于， Ys -x Eo0) ,Wx 扰 9° fr), 
{3} 设 BB 忆 沙 是 开 单 位 球 , 则 
sx 一 门口 afx'). 


十 5 
C4) 车 B88 芒 RR", 则 对 任 给 的 5 放 0, 存在 8 沁 0 使 得 
arrtry 人 日 站 (人 eB Yr Ex dB. 

证 明 (1) 由 征 穴 4.21 可 得 . 

(2 利用 定理 4.1.2 的 (1) 和 rf, 个 入 站; 人 令 一 
oo ,有 

‘x drd) vde 

因此 ,得 逢 工 元 a Fx). 


(3) 和 4) 均 可 由 (2) 推 得 .中 
定理 4.2.3 设 /; .>R 在 XE . 鹃 处 是 Lipschitz 的 .若是 


$4,2 二 - 洪 袜 分 * 159 。 
无 约束 极 小 化 何 题 CUMP) 的 最 优 解 , 风 0 全 3° 了 (CX)， 
证 明 由 定 交 3.4.1 和 定义 4.1.2 可知 
i; 0 Yd € .CB. 


由 此 , 按 坏 义 4.2.1 得 DE 3°F7(x). 是 

下 面 讨 论 GG- 次 微分 与 其 他 意义 下 的 导数 的 关系 . 

设 怒 是 Banach 空间 ， 

定义 42.2 设 y: 滨 训 是 鼎 脆 ,点 x 七 滨 . 否 对 六 附近 
的 任意 点 ,x 和 某 常 数 Y 半 0 有 


[ge ger) EY ox 


则 称 映射 4 在 点 x 附近 满足 (7 秩 )Lipschitz 条 件 , 或 在 点 x 处 是 
Lipschitz Hy. 
设 工 (党 ，5) 表 示 哆 到 多 的 所 有 连续 线性 映射 组 成 的 集合 . 
定义 4.2.3 设 $CC 沼 是 紧 集 , 8; 5 一 纺 是 映射 , 护 x EE 
,DygAx') € LL( 客 ,0). 车 对 任意 的 4 : 营 , 有 


lim 2 EX Dsglx), dy C4. 2. 3) 


成 立 , 并 且 左 端的 极限 甘于 &- -和 致 收 部 , 则 称 F 在 点 关 处 是 严格 
可 微 鸭 ,并 有 旧称 石 :o(z) 是 ?在 点 刀 处 的 严格 导数 . 行 史 在 上 的 
每 -点 处 是 严格 可 微 的 , 则 称 p 是 S 上 的 严格 可 微 映射 ,或 在 S 上 
是 严格 可 艘 的 . 

定理 424 设 3 记 党 是 紧 集 , 呈 多 玉 人 必 基 了 映射, x EE 
了 (党 ，50). 8 在 x E55 处 是 严格 可 微 的 且 Dsy(z) 三 < 的 充 要 条 
件 是 : sg 在 x 附近 满足 lipschitz 条 件 , 并 且 对 任意 的 下 所 :5 有 


lim HE REY 一 人， C4. 2. 4) 
i 


证 明 必要 性 . 由 yw 在 x 处 是 严格 可 微 的 及 Dsg(x》 一 x*, 按 
定 关 4. 2.3 而 知 , 对 任意 的 EE . 妥 ，(d4, 2.4) 成 立 .下 面 证明 88 在 x 
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附近 满足 Lipschitz 条 性 . 反 证 :假设 不 然 , 则 存在 点 到 {xx?， Xi 一 
9), 司 得 对 每 个 让 有 :xX 扎 工 十 C17) 上 8B 和 


[pcr 一 por) |s |r x 


青 定义 序列 {1 如 之 9; 以 及 { 淖 ) 使 得 巩 == 训 十 a 和 二 
3， 一 0 一 oo0). 取 集 合 4= {下} UU (0), 显然 它 是 紧 集 . 因 
此 ,根据 定 广 4.2.3, 对 和 任 给 的 6 六 0, 存在 和 N 使 得 对 任何 下 宇 刘 
和 所 有 的 @&E 4 有 

| pr td) 一 px) 


i 


— 《Dsgplx), a)| Ee. (4.2.5) 
ra 


但 是 , 男 一 方面 有 


| PC 0 lat i — (Dsg(r), “| ~ 4， 
今 到 -ec 这 导致 与 (4.2.5) 相 韦 盾 ， 
充分 性 . 我 们 证 明 yg 在 x 处 是 严格 可 微 的 , 设 3 忆 腕 是 任 一 
紧 子 集 ,6 守 0 是 任 给 的 数 . 对 任意 的 d€ 有 存在 正 数 562) ,使 得 
对 任 音 的 x Ex 二 stB 和 +t (0,S) 有 


| PE + HE 《DsgGnD， a)| < (4.2.6) 
A 
因为 g 在 x 处 居 Lipschitz 的 , 玻 存 在 侣 使 得 对 任意 的 dE 十 
HB 和 tit (0,H) 有 x 十 tx 二 8B, 以 及 
上 ee + ta) 一 ge + td))s < re oad. 
(4. 2. 7) 


由 (4.2.6) 和 (4.2.7) 可 重新 选择 5Cd) ,使 得 对 任意 的 引 全 贡 十 
8B 点 任意 的 x EEx 十 5B 和 :EE (0, 站 ,有 


x + i) PE — (Deplx), a)| < 2<. 
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由 此 ,得 到 他 十 6(d)Bld € 旬 } 是 S 的 一 个 开 覆 盖 . 由 于 .9 是 紧 
的 , 则 它 存 在 一 个 有 限 子 覆盖 dd 十 CQ)B,… ,dd 十 30d,)B， 选 
择 5 二 min (4d,), 则 对 任意 的 deES 及 任意 的 x Ex 十 六 iB 和 
E (0, 人)，(42.6) 成 区 .因此 ,由 定义 4.2.3， 9 在 zz 处 是 产 格 本 
微 的 . [ 
以 下 考虑 台 - 次 微分 与 Frechet 导数 、Giteaux 导数 以 及 严格 
导数 之 间 的 关系 . 
定理 4.2.5 设 和 集合 5CC 汐 非 空 ,f; 3 一 六 在 x 扣 3 处 是 
Tipschitz 的 ,并 且 站 在 x 处 是 Frechet 9 可 微 的 . 
(1) 设 产 (x) 是 /在 x 处 的 Frechet 导数 , 则 (x) E€ 7(X)， 
(2) 设 广 是 在 x 处 的 Giteaux 导数 ; 则 fi E€ 3°7(x). 
证 明 (1) 因为 f 在 x 处 是 Frechet 可 微 的 ,由 定理 3.1.5 和 和 
注 3. 1. 1 得 知 ， 
fx. d= fd Yde. 
及 由 定义 3.1.1 的 (3) 和 定义 4.1.2, 有 
dx d) YdE€ YW, 


所 以 
Cf .dfsd) Yde 涩 ， 


据 此 , 按 定 区 4.2.1 即 知 (x) € 9a"f(x). 

(2) 由 定理 3.1.5 知 产 (x) 一 产 , 根据 人 1) 即 得 证 .0 

定理 4.2.6 设 集 台 SC 己 静 非 空 , 刚 FS 一 尺 在 zx 各 处 是 
严格 可 微 的 当量 仅 当 了 在 xx 处 是 Lipschirz 的 ,并 且 3"f(x) 是 单 
点 集 , 即 3°7(x) 一 人 PDs7z) 1 

证 明 ”必要 性 . 由 于 了 在 x 处 是 严格 可 微 的 ,从 定理 4.2.4 郑 
了 在 处 是 Lipschitz 的 . 据 此 , 按 定义 4,1.2 和 定义 4.2.3 知 ,对 
任意 的 d E 否 有 产 Crrd) 一 《DesjGrc)，G@) 再 由 定理 4.2.1 的 
(2) 妈 得 3°f(x) 一 (DCx) 

充分 性 . 根据 定理 4. 2.1 的 (2), 只 要 证 明 对 任意 的 dE€ 和 苑 有 
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(4, 2.4) 成 立 (2= 让 ,有 即 可 推出 了 在 x 处 是 严格 可 微 的 . 现在 证 
明 对 任意 的 : 洛 有 

Fr: d={r" ,dd), (4. 2.8) 


其 中 (x) 一 i 假设 (4.2.8) 不 成 立 , 则 存在 4E : 治 使 
得 (x; gd) 人 ,由 Hahn-Banach 定理 可 知 , 存 在 :点 天 

€ 殉 ' , 使 得 .六 xs G 之 至" ，d) 对 任何 4 E€ 当成 并 , 特 别 是 ,有 
rE 99f0x), 因为 已 知 9°f(Cx) 基 单 点 
集 , 所 以 ”一 x ,从 而 导致 让 (x; 国人 户 (x 8) ,产生 矛盾. 从 
(4. 2. 8) ,我 们 有 


.fx td) — fx) 
lim int | 


fel: | 


1 Jr) CO— /x + td) 
msup om 


rb 


lim fetx td td) — fx + td) 
一 PT 


一 《有 和 一 六 (人 


jx: 十 更) — f(x') 


一 一 limsunp 
pir 和 


Ltt 


于 十 ,对 二 任意 的 4 € 党 (4.2.4) 成 立 (8 二 站. 

推论 4.2.7 设 请 民 一 尺 在 + 各 Rr" 处 是 Lipschitz 的 ,人 > 
0; 则 对 尾音 的 x 亿 x 十 eB ,3°f(x') 是 单 点 集 当 上 且 仅 当 在 x 十 
eB 上 是 连续 可 微 的 ， 

证 明 ”由 定理 4.2.6 可 得 证 .1 

关于 Lipschitz 函数 的 G- 次 微分 与 凸 范 数 的 次 微分 之 间 有 以 
下 关系 . 


8&42 人 -次 微分 + 163* 


定理 4.2.8 设 $C 咏 喝 是 开 是 集 ,f: 5S 一 R 是 山 函 数 . 若 了 在 
5S 中 一 点 的 某 邻 域 有 界 , 则 对 性 意 的 x ES, 了 在 xY 处 是 Lipschitz 
的 . 

证 明 首先 证 明 对 尾音 和 的 x ES, 了 在 x 的 -~ 个 邻 域 有 界 .不 
妨 进 在 点 8 的 邻 城 eB CS 上 是 有 界 的 , 即 有 MER 鸽 


fryEM Yr € eB. (C4, 2.9) 
由 于 S 是 开 串 集 , 可 以 选择 p 沁 1 使 y= 二 px € 5S, 今 和 = 1/p, 作 
集合 
D= {dE€E d= 0 Vr + hy, x EeB}, 
由 尹 == 工 十 -一 )eB， 对 任意 的 ED, 由 (4.2.9) 和 了 是 S$ 上 
的 凸 函 数 , 有 
fd) AF ATOY) MT My). 
(4. 2. 10) 


、 各 十 三 
取 d' € 局 使 得 z 一 二 二 , 则 有 


出 {4. 2. 10) 得 
Fay 27x) - fd) 守 2700) — Mo ACYy). 


(4. 2. 11} 
从 (4.2.10) 和 (4.2.117 知 了 在 < 的 邻 域 有 措 , 取 
MM AY), /xy 0; 
NM Af) 27CX), ED) < ND), 
故 存在 8 守 0, 使 得 
[few | 过 和 YovEx+20B. (4, 2. 12) 


站 
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对 性 意 的 x ,x 十 268B， 没 居 二 江 十 全 (x 一 x ), 其 中 一 
上 一 x ,显然 x 毛 x 十 28B, 因此 ,我 们 有 


4 


2 一 0 1 ce 
因为 子 在 五 上 是 凸 的 ,所 以 


2 从 1 在 
fr sat) +t Fa) 


从 而 


He - Ac SF 0) ~ fe)] 


Lx) 一 fr) |. 
由 (C4. 2, 12) 则 得 到 
fr) — fr) 所 从 | 和 一 二 |， 


注意 六 和 天 是 zx 一 38 中 的 任意 点 ,因此 得 知 了 在 xx 处 是 Lips- 
chitz 的. 

定理 4.2.9 设 3C 胸 是 开 凸 集 . 若 /六 SR 是 凸 函数 ,并 
了 且 了 在 xxES 处 基 Lipschitz 的 , 则 


六 (四 一 天 人 VE 汤 . 
证 明 对 任 给 定 的 8 > 0, 我 们 有 
fr’ t+ td) — fx’) 
f bd 


ntxy dy = lm sp sup 
so ez) cee 


由 是 上 负数 可 知 ,映射 :1 一 全 二 十 了 2 关于 上 是 非 减 
函数 , 因此 ,有 


834.2 忆 - 次 微分 65. 


Pixs d= Lim sup LE + A) 


e =0t 一 | 站 


册 根 据 了 在 x 扎 二 68 上 是 Lipschitz 的 ,可 知 有 YY 闭 0 使 得 
jx ed) fr frt ed fr)! p78 
E “ 


£ 


Ir; od lim Tted) 1 十 2 
E 二 站 


= Ff (xr; 各) 十 27G. 


由 5 的 任意 性 推 知 Cx; 人 和 雪 六 人 和 显然 有 六 (zi dd) 去 
Pr; 8) 因而 产 (zy dd) = f(x; d).]1 

定理 4.2. 9 表明, 对 于 在 某 点 附近 满足 Lipschitz 茶 件 的 凸 函 
数 , 它 的 次 微分 与 0G- 次 微分 是 一 致 的 ， 

定理 4.2.10 设 集 合 SC 哆 韭 空 ,f: S 一 RR 在 X53 处 是 
Lipschitz 的 , 则 产 (x; 9) 是 ozx) 的 支撑 图 数 . 

证 明 由 定义 4.2.1 和 定义 1.3.4 即 得 证 -[ 

设 集 人 台 字 扫 3 笃 : 非 室 , 记 时 : 罗 一 玉 册 Te 是 二 的 支撑 
旺 数 . 

定理 4.2.11 说 SS 亡 咖 是 非 空 闭 凸 集 , 了， Ti 和 蕊 静 
是 非 空 弱 闭 凸 集 . 

(1) 1 一 ds 当 卫 仪 当 os (xX"”) 所- os, (x") yx” EE BB"). 

(C2) 了 T, 广 了 Ts 当日 仅 当 oC 全 (x) (YXE %). 

(3) TT, 是 弱 * 紧 的 当 且 仅 当 oz) 在 史上 取 有 有 限 值 ， 

(4) 函数 ec: 5 知 - 有 册 1 十 ce) 是 正 齐 次 和 次 可 加 的 ,下 半 连 
续 的 ;以 及 不 习 为 十 的 充 要 条 件 是 ;存在 非 空 弱 闭 凸 子 集 TT 人 
淫 * 使 得 5 = 叶 ， 并 且 了 是 唯 -一 的 ， 

证 明 《1)? 和 《2 由 定 交 1.3,.2 可 得 证 ， 

(3) 由 TT 是 绊 * 紧 的 ,对 任意 的 上 E 踪 ;, 从 x ET 其 (， 
x) 为 有 限 值 . 按 定义 1. 3.4 得 及 (x) 在 雪上 取 有 限 值 . 反之 ,显然 


1 看 各。 和 4 章 Lipschjtz 画 效 的 扎 - 次 微分 


成 站， 
(4) 充分 性 显然 成 立 , 以 下 证 明 必 要 性 . 设 和 集合 


一 人 Cr 
首先 计 明 了 是 西 集 . 设 对 任意 的 x? ,x? ETT, 任意 的 AE (C0, 1)， 
有 
GE) 2 CX , YE -< 敬 ， 
SX) XE 
因为 = 是 正 齐 次 和 次 可 加 的 , 则 对 任意 的 xx EE .天 ,有 
Fk) C= ArT C1 — Ax) 
AgCX) 十 C1] 一 A)gCL) 
> CA? 二 (1 — Nxi, x*». 
由 了 的 定义 得 4 十 0 一 四 于 和 了 故 守 是 凸 集 . 为 证 明了 是 
量 财 的 , 设 点 列 人 ff | CC 了 【二 一 1 ， 2 ， “对 任意 的 工 所 -区 有 
< 0), 有 


TE 2 XE KE YE ,二 1， 2 


—" 
At 


gr) (x, x YIEC, 
则 有 盖世 了 工 . 开 的 非 空 性 的 证 明 类 似 于 定理 4.2.1 的 人 ?的 证 明 . 
下 面 证 明 
好 (一 sup tx” » x). C4. 2,13) 


er 
反 证 :假设 对 某 个 x EE 滨 , 有 
gr 
根据 Hahn-Banach 定理 ,存在 一 连续 线性 汉 卫 ”EE 吧 ,使 得 
or x ,x YXxE GB, 


et PP OFA ein re ele 
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并 且 gtx) 一 人 人》 然而 下" EE 了 7', 这 显然 是 予 讲 的 . 从 而 
《4. 2. 13}) 得 证 .0 

最 后 ,介绍 哆 数 在 一 点 处 正则 的 概念 . 

定 关 4.2.4 设 / 守 =RR 是 实 值 函数 ,点 x 示 . 夺 对 任意 
的 : 放 了 在 总 和 处 洛 的 有 方向 导数 产 x"; 中 ) 存 在 ,并 且 对 
任意 的 4€ .: 洛 , 有 六 (rx; 丰 一 站 (x ; 和), 则 称 函 数 广 在 点 x" 处 
晨 正 则 的 . 

定理 4.2.12 投放 洛 一 RR 在 x 客人 录 征 Lipschitz 的 . 

《1) 藻 广 在 x 处 是 严格 可 微 的 , 则 在 x 处 是 正则 的 ， 

(2) 若是 凸 明 数 ; 则 让 在 x 处 是 正则 的 . 

(3) 若 了 在 xx 处 存在 Cateaux 导数 六 ,并 有 是/ 在 x 处 是 正则 
的 ;网 af) 二 {人 }. 

证 明 (1) 由 定义 4.2.3, 定 理 4.2.2 和 和 定理 4.2.6, 有 

Prsd) =— max{(x, dlx’ Ea/(r))} 
= CDIx), d= fF (x: dd). 
因此 . 按 定 义 4. 2.4 即 得 /在 x 处 是 正则 的 . 

(2) 由 定理 4.2.9 可 知 ,对 任意 的 dE€ :党 有 六 (riE) 一 
nr: d). 

(3》 由 定 交 二 2 4 可 以 推 得 .0 

定理 4.2.13 设 广 , 放 : :和 一 RR 在 x . 藻 寻 是 正 划 的 ,a > 
0 0, 风 gi 十 二 在 x 钼 是 正则 的 . 

证 明 因为 方 , fi;: :wR 在 处 是 正则 的 ,a 站 0,， BP 于 0、 
故 对 任意 的 dE . 交 有 有 

afi + Pf rs od) af + Bla) (xr; d) 
= afyvtx; dd) + pir: A) 
afytr; d) + Bfitx: d) 


之 Cafi + BA) xs dd), 


1 有 第 4 章 Lipachitz 饥 才 的 如 -次 微 分 
据 此 ,有 


Caf, 十 Bf Cr; d) 一 Cafit Bl) x; dd) Yd EE BB, 


于 是 由 定义 4. 2. 4 即 得 证 .0 
例 4.2.2 考虑 隔 数 f/f; RR 一 Rx 二 {x -…, x) ， 


fir) = fr 1 rm) 一 max {x li = 1] 7 }. 


记 了 一 | Eti1，…， mi |z; 一 max zy}， d= (ds ns @-) ， 则 有 
. bl 
Fr; 可) = maxd, 种 
re 了 


dfFco) 一 | 人 把 R"Ia; 0, t 一 ] ， er Ps 


dC 二 人 ,iE 了 I, Da =1). 
z=1 


8 4.3 G- 次 微分 的 性 质 


本 节 闸 述 G- 次 微分 的 运算 规则 ,中 值 定理 以 及 复合 消 数 的 链 
式 法 则 等 性 质 . 我 们 指出 ,以 后 引进 的 其 他 意义 下 的 次 微分 ,都 没 
有 GG- 次 微分 所 具有 的 那样 多 好 的 性 质 . 

设 络 是 Banach 空间 . 除非 有 特别 的 申明 ,本 节 均 设 f; 5 一 
RR 在 点 x 各 附近 满 星 Lipschitz 条 件 . 

定理 4.3.1 设 xE€ 党, a € R, 则 3 Caf (x = a3°f (xY). 

证 明 当 a 之 0 时 ,对 任意 的 4 € 声 , 显然 有 


Caf rs d) 一 af (x; O), 


故 3"Ca(x) 二 a3°fCx). 现 设 x”E€ 3 一 有 (x), 则 对 任意 的 
dE 有 (一 站 "(x; 四 之 人 ,dd), 由 定理 4.1.1 的 (2), 对 任意 
的 如 人 党 有 六 (ri dg (一 xX¥ ,人 ), 因此 得 x* 二 一 az) 导 
之 ; 队 x” EE 一 83° 了 (x) 不 难得 知 有 2 所 9" 一 站 (x). 中 h 

定理 4. 可 之 设 广 ， f:: 入 一 RR 是 实 值 酒 数 . 若 万 和 fs 在 
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# 后 .党 处 是 Lipschitz 的 , 则 
a fx TCa fr taf). 
证 明 易 知 fi 十 fi 在 x 处 是 Lipschitz 的 ,由 定义 4.1.2 得 
《六 十 fr; d) 
fx td 二 f(r + i fx) ~ fx') 


一 limsup Te 
按 注 2.1.3, 对 于 任 给 的 六 0, 存在 6 省 8, 司 得 当 此 一 x 十 
t < 之 人 时 有 

CFT fx de 


六 人 十 绍 ) 十 .Pt Ti) (YX) — fx') 


了 
上 


Ct 
下 - 


令 x 一 4, ?101 从 上 式 知 
Cf fr dfx D+ frid) YE 洛 . 
设 x" 3" 十 /0(x), 由 定义 4.2.1 和 上 趟 得 
Prsd) + fa dr ,dd Yde 
据 此 ,由 定理 4.2.1 的 (2) 知 ,对 任意 的 4E€ 当 和 任意 的 x” EE 
af 六 十 六 ?Gec)， 有 
maxittr 人 | E af + max {xr 如 | 好 E 2°f,Cx))} 
x, d)， 


即 
max { {x 十 Xs ' dy | x 十 xz a fF Cr) 十 Arf (x)} 


x dd YdE BB, Yr EIN + fr), 
(4. 3. 1) 
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现 和 假设 x 部 让 (十 了 f(x) ,由 定理 4.2.1 的 (1) 和 定理 4.2.2 
知识) 十 2°7,(x) 基 闭 凸 集 ,因此 单 点 集 {x* } 与 凸 集 0" 让 (x) 
二 2°fu(x) 是 可 严格 分 离 的 . 根据 定理 1. 3.7 的 {2), 存 在 4 E€ 
5， 使 得 
‘xr x dr, d} 
¥xrr + x EE aftx) ofr), 

它 与 (4. 3. 1) 相 了 矛盾 ,于 是 定理 得 证 .1 

定理 4.3.3 设 方 和 六 与 定理 4.3.2 的 条 件 相同 .者 六 或 
声 在 关 丘 :为 处 量 严 梢 可 微 的 , 则 

IC 十 六 二) = °F x) f(x). 

证 明 ”不 妨 设 六 在 xz 处 是 严格 可 微 的 ;, 则 对 x € ' 沈 和 任 给 

的 汪 0, 存在 > 0, 使 得 当中 x 一 x 十 :二 人 时 有 


x +) OD) - 


7 -EA dd) 


RC 二 td) — f(r") (Cx) 


据 此 ,我 们 有 
A 人 十 坷 ) 十 疡 ( +1 二 dd) — FitX) — f(r) 
fa + td) CO— fox Cx ) 


fr 二 


td) fx tr) 
Oe | 
邻 x'-rx， 1-*07 得 到 
CF fx; dD) — er qd) fitx; d) 


Ea Cf 十 fx; 1d) 十 E- 
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由 < 的 任意 性 .从 上 式 有 
Cf rd ~ fxr; d+ fxr; d). 
类 似 于 定理 4. 3.2 的 让 明 可 得 到 结论 , [ 
定理 4.3.4 设 妆 和 fi 同 定 理 4.3,2 的 条 件 .车 f; 和 jf; 在 
生地 处 是 正则 的 , 刚 
a i AVY = of + of ,xr), 


证 明 ”由 定理 4.2.1? 的 (3), 有 
Cf + fr dd = fxry dd) + fr; d), 


再 出 定理 4.2.11 的 (1}) 即 可 得 证 .上 


F 面 基 中 值 定理 ， 
定理 4.3.5 设 xX.yE .区 ,5C .加 是 开 集 , [x, 站 志 S 知 


子 在 点 上 是 Lipsehitz 的 , 则 存在 点 #€ Cx, 3)，, 使 得 
FO fr) EE C0, y— x 


证 明 设 AETD, 1 ,. 记 四 一 下 十 AP 一 工 ) 作 函 数 g; 
[L0，] ] 一 及 Ga) 二 fx), 量 然 g 在 (0, 1) 上 基 Lipschitz 的 . 令 


6 二 十 1, 我 们 有 


BA 1) = limsup 
有 it 


fx ti x) rt yx)) 
二 jim sp 一 一 人 人 
fy + 00 - 2)) ~ f(y) 
< limsup 一 一 
Fe 


He 
= Mx Uy -— x)) 
= max of (xr), 0 — x) >. 
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于 是 ,由 定理 4. 2.11 的 (1) 得 89°g()CC (ax ，y 一 xy， 现 考虑 
跨 数 

9: [0, 1 一 及 .CD = gC0) 27) — 7107) ], 


则 有 2&0) = 1) 二 (x). 因为 8 在 (0, 1) 上 是 连续 的 , 故 它 在 
(0，1) 上 可 达到 局 部 极 小 值 . 由 此 , 据 定 理 4.2.3 得 0E 3"001)， 
再 由 定理 4. 3.1 和 定理 4.3.2 有 


站 GE“ 一半》 十 FFCr)y — fy). 


取 二 二 kx, 即 得 定理 的 结论 . [ 

以 下 介绍 复合 函数 求 G- 次 微分 的 链 式 法 则 . 

定理 4.3.6 设 有 : 一 R” 是 向 量 隙 数 , 有 CX) 二 (h(xX),，…， 
hn)) ,Bg: RR" 一 尺 和 J 了; .和 藻 一 民 R 是 实 值 前 数 , /f(x) 一 g(h(Y))， 
车 正 和 一 1 说) 在 xE 沁 处 是 Lipschitz 的 ,g 在 (x) 处 是 
Lipschitz 的 ,出 


a°7(r) Cm Dax [x [3 3°h,.Cx), 1 二 一 1 ， 


AE ag A= Ch hj). 


此 外 ,使 上 式 为 等 式 , 民 要 以 下 条 件 之 一 成 立 : 

C1) g 在 有 Cx} 外 是 正则 的 , 训 G 二 1， …, 项 ) 在 x 处 是 正则 
的 ,3"gthlx)) 的 元 索 的 和 鲜 一 个 分 量 是 非 旬 的 (这 时 了 在 x 处 是 正 
则 的 7). 

(2) g 在 和 Cr} 外 是 严格 可 微 的 ， 

(3) g 在 htxr) 处 是 正则 的 和 上 在 x 处 是 严格 可 微 的 (< 这 时 
在 xx 处 是 正则 的 )， 

证 明 记 


| 一 可 | ae | 六 全 da.), i < 一 1] ， "ss Hs 
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AEa'g(h(r)), A= (CAs MD 9 
设 


Jstd} = max| DA :dx EE 9°h(Cxr), 
i 一 ] 


i 1 ms AE og(h(r)) |. 


1 


易 若 gs 是 S 的 支撑 函数 ,由 定理 4. 2.11, 只 要 证 明 eskdy 姜 产 (wx 
,就 有 artxz) CS., 设 e>0, 作 函数 mw 本 一 尺 ， 


od) = maxl AN 人 和 € Oh), i= 1, sm 


AE Ag(E), x E x+eB, EE RC) + eB}. 


由 定义 4.1.2, 对 任 给 的 ,可 以 我 到 x 附近 的 点 ,0 附近 的 > 
0, 使 得 


十 -E， (4.3. 2) 


xi DS EH) I) 


取 x ,x 十 Ex 二 eB, 内 及 h(x ), hr + td) € htx) + eB', 
其 中 B' CC R” 是 开 单 位 球 , 由 定理 4. 3.5 得 
Fx’ + td) — flx') ~ glhCx’ + td)) — glhCr')) 
汪 DIP IEA 十 组) 一 h(x') |] ， 
1 一 ] 


其 中 Ci E aog(5) ,是 线段 [Cx ), PP 十 td) | 中 的 
点 ;从 [EE hr) 十 eB'. 再 利用 定理 4. 3.5 可 得 


Fr + id) — fx') = > Nr, td), 


其 中 xX: 尼 A CE}, 四 是 线 眉 本 十 9] 中 的 点 ， 因而 x， 它 下 十 
eB. 将 上 式 代 入 (4. 3.2), 有 
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fxr; d) Sold) + (4. 3. 3) 
下 面 证 明 e 一 01 时 ,gtd 一 ostd), 设 任 给 58 半 0.7 是 所 (一 
1] 的 Lipschitz 常数 , 不 难 选 择 <*, 使 得 对 每 一 疡 (4 
le 在 十 EB 上 上 是 闻 秩 Lipsehitz 的 . 对 每 ~- x Ex 十 


| 


局 (5 十 相 所 可 (rs 圭 丰 十 凶 1 一 1 


将 上 和 式 洁 问 同 乘 一 个 | ;其 中 心思 全 2g(#) ,注意 || 
之 7 了, 则 有 


xs Ad) SBCs Ad) + ,i 1, es mm. (4. 3.4) 


根据 定 埋 4.2.2 的 (41), 也 可 选择 s 使 得 


. 


DER + eB Carglhr)) + HB'. 


利用 (4. 3.4) 和 卡 式 , 有 


> max [Xr; ， |x E90 人 h(x}, FEI eB | 


J max | > 


[A ha)T EE grg(h(r)) + eB'| 


Ea max 、， [hx, Ad) 6] 


1 


CAs A EE I pCRCx)) 十 6B'\ 


EE MAax > max [Xiax ,dy lr’ €E 3h er) i 
| > max[ ] 


As es, Ma)!’ EE apgCACK)) + sb’) 十 
< gtd)y 十 ndr el + me. 
由 全 的 任意 性 和 mtd) 志 0.(4), 可 得 lim old) 一 os(4), 根据 


本 


$4.3 -次 微分 的 性 质 *。 ETS 
《4. 3. 3) 得 到 户 (x; dd) 迄 vo(d) ,因此 8°f(x) C5. 
以 下 证 明 等 式 成 证 的 情形 . 
(1) 因为 已 知 3*gChCr)) 的 元 素 坟 二 (1, 和) 的 每 一 分 
世宗 = 1 ，… ,m4) 为 非 负 , 我 们 有 


Tet ) 一 - max! > max [aCxr ， 三》 ”二 Ah (x) | 
Fe ] 


| hI)TE 9rg ChCx)) | 
= max| DAwi lA € 9'g (h(x))), 
~ 


1 


其 中 xt 一 maxl (x ,dx EE a°h (x | (to 1] 
今 Ws tw rr, om) 从 上 式 有 


ER) + tw) — g {h(xr) | 
i 


as(d) 一 g {hr);: w= li 


1 


或 
g[htx) 十 td) — g{hlx)) 


gstd} = lim ; 


tft- 


g(r) + tw) — glhCr + td)) 
; . 


《4. 3.5) 


证 意 g 在 站 tx) 外 昆 LI.ibpsehitz 的 ;- 帮 有 


-| 


< 二 "|» 3 


glhtx)) ， 有 ostd) 一 万 (xi 4g)， 前 面 已 经 证 朋 六 (zi gd 所 
gstd} ,由 于 六 (x; d) A 性 》， 看 得 站 x; dd) 一 f(r; 4 , 由 


+ 758。 第 4 章 Lipsehitz 时 数 的 羡 - 次 柚 分 
此 ,A(x; ) 是 S 的 支撑 函数 ,利用 定理 4,2. 11, 便 得 到 3° (x) 一 
5. 

2) 由 已 设 g 在 h(x) 处 是 严格 可 微 的 ,不妨 设 8 = 
Dsg{h(x)| 详 0, 则 有 


i 
ss{d) = Bh'(x; d) = lim ptz + id) hE 


, 
rt 
(4. 3. 6) 
另外 ,由 定 交 4.2.3 得 
3 1 gl[hlx’ 十 itd})) — glh(x!’)) 
dn hr Td) — hv) 
从 上 上 式 和 (4.3.6) 有 
hx + E20) — g{hx') 
oot) -一 lim 2 一 Mr; 本] ， 


tl 


再 根据 定理 4.2. 11, 即 得 3°f(x) 一 3. 

C3) 与 (1) 的 证 明 类 似 . 上 

定理 4.3.7 设 久 是 Banach 空间 ,9 洛 一 名 蚌 上 映射,g; 弛 
一 只是 实 值 函数 , /一 gg 。9 着? 在 x EB 处 是 严格 可 微 的 ,g 在 
qx) 如 是 Lipschitz 的 , 则 了 站 在 x* 外 是 Lipschitz 的 ,并 目 有 


Di) CC aglpx)}* Deglxr). (4. 3. 7) 
再 若 g 在 gtx}) 处 是 正则 的 , 则 于 在 x 姓 是 正则 的 ,并 且 (4.3.7) 成 


为 等 式 . 注意 c4.3.7) 等 价 于 :车 x”E 93"fCr},， 则 存在 y” 所 
aogifer)l 和 Dsgplx) ,使 得 对 任意 的 dE 名 有 


人， 一 《DC ,dy ). 
证 明 根据 定理 4,. 2.4,% 在 xx 处 是 严格 可 徽 的 , 则 ?在 x* 处 
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是 Lipschitz 的 . 于 是 ,存在 岂 > 0, 使 得 对 任意 的 x? Ex 十 
5.Bwx 和 基 XY, 守 0 有 


lp 一 pox rr xs (4.3.8) 
由 于 g 在 glx) 处 是 Lipschitz 的 , 则 存在 总 守 0, 7 计 0 使 得 对 任 
意 的 Hl mu 和 ECE) 十 ,He , 有 


[glu) — gn) EY. {4. 3. 9) 


因为 在 x 处 是 连续 的 ,选择 6 二 0, 健 得 当 6 所 5 时 ,对 任意 的 
x 十 窟 Bs 有 P(X) pOX7) EAX) 十 8.Bz， 由 (4.3.8) 和 和 
(4. 3.9) 我 们 有 


fOr) — fd) 7 x x |g, 


故 了 在 xx 处 是 Lipschitz 的 ， 
设 3 = 9°gC9Cx)) Ds9AX), 记 4 二 Dsglx), 作 


gr {gr); pd = max{ty’, 9 ED) ly €E dg(p(x))}. 
因为 S 是 西 的 器 紧 集 ,g" (glx)s 8' (qd)) 是 5 的 支撑 函数 , 故 有 
aso) = max {x ez ES) 
= gr{p(x); Pp' Cd}). 


现在 只 倒 证 明 产 (x; dy) 所 eg CPX); 9' (qd)), 根据 定理 4. 2,11 即 
可 得 3°ftx) 己 S, 为 此 对 尾 给 的 = 和 关 0, 选择 


Xx, x 二 1d EX eBs, 
PE) Pr' + td) E Hr) + eBo, 
由 产 (x; 的 的 定义 ,使 得 


it 十 二 一 Jr。 310) 


fx; d) < f 
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另外 :由 定理 4. 3,.5 有 
Fx + id) — fx) = glglx' + id)) — g [glx')) 
= Cy pr' + td) — plx') ), 

其 中 六 € a'g(8) ,EE [pm p(x' 十 万)], 因此 §€ glx) 十 
eB 邻 罗 二 9xX' 十 td) 一 gx'), 由 定理 4.1.2 知 gf zy 在 
[glx) ,wj 处 是 上 半 连 续 的 . 选择 适当 的 6, 使 得 E€ glx) 十 eBz， 
有 

BE Ww) EE [EF We. 


由 (4. 3. 10) 知 
' -一 本 WwW 
xi (ly ,十 < 


= max{(y ' ly € 0g (Hr)) j+ E, 


{xs A) <adl 6: | 十 go| ex) 了 | 十 2E， 


上 式 即 为 
nr; d) < max{(y ， | E 9°g (g(x) | | 
十 25. 
邻 x 一 x tt 一 01 ,得 
Frs dd) Emaxdty’, PA]y’ E dg (CT) 2€, 
因为 可 任意 小 , 故 得 
Cg Sg (pr) p' (0). 《4, 3. 11) 


若 g 在 Xx) 处 是 正则 的 , 则 因为 


$4.3 Ce- 次 微分 的 性 质 


" 79 ， 
FE td) Hx) tp’ Cd) 
pt "0 ,0), 
我 们 有 
i 
lim D+ 0 #0) fin EF)) 一 和 CD 


jm fttd) fx) 


pnt 上 


《二 六 (本 

从 上 式 和 (4. 3. 11) 得 到 疡 (xz; 4d) 一 gr [9X p10)) ， 故 了 Fr) 
一 人 S. [ 

推论 4.3.8 设 ./: 尖 一 RE 一 1，…，i) 在 *E 泥 处 是 
Lipschitz 的 ,f: BR f(x) 一 max{f tx) li = 1 mm), 


Tx 一 下 各 人， mf (x) = fr) !, 
则 


arF Cx) co{ar fr) li €E Try}. (4. 3. 12) 


再 阁 当 7?E T(x) 时 六 在 zx 处 基 正 则 的 , 则 (4,. 3.12) 成 为 等 式 ,并 
目 了 在 * 处 是 正则 的 ， 


证 明 定义 阴 数 g: R">R， 


El se Hn) = max (au; |i 


-一 ] ， 人 7 上 ， 
BR: B= R", hr)y = CHAOO, wr fT, 则 | F(x) = 
8 据 定 理 4. 3.6 和 例 4. 2.2 即 得 结论 .1 


下 面 盖 述 乘法 规则 和 除法 规则 . 


定理 .3.9 设 广 ,让 ; 喇 一 尺 在 基 千 .有史 处 是 Lipschitz 的 ， 
刚 广 :六 在 x 处 是 Lipsehitz 的 ,并 且 


A fT fOr) + ro f(r). 
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再 车 万 (zy 之 0, f(x) 裕 0, 并且 记 和 ff 均 在 x 处 是 正则 的 , 则 
六 *， 记 在 x 处 是 正则 的 ,并 且 (4.3.13) 成 为 等 式 ， 

证 明 作 滑 烙 g; Ri 一 Ry g(tiy Ww) 二 ws 以 及 上 : 光一 天 1， 
有 Cz) 一 0) (x) 则 Ch: A) (x) 一 g(h(x)). 根据 定理 
4. 3.6 可 以 推 得 结论 .1 

定理 4.3.10 设 广 , 放 : 和 -=RR 在 x 全 . 喧 处 是 LI.ipschitz 的 ， 
f(x) 关 0, 则 f/f; 在 x 处 是 Lipschitz 的, 并且 有 


FARIA KY RD ,Cx) 
总 i 
局 CA /fr) Ce Paes ， 
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再 若 (x) 守 0， f(x) 这 0, 并且 记 和 一 ff 均 在 x 处 是 正则 的 ， 
出 /fi 在 x 处 是 正则 的 ;并 且 (4. 3.14) 成 为 等 式 . 

证 明 ”由 定理 4. 3.5 可 以 推 得 定理 或 芯 . 

最 后 ,我 们 介绍 G- 偏 次 微分 的 概念 ,并 且 给 出 两 个 结论 ， 

设 喀 | 和 史 , 是 Banach 空间 , 禾 二 客 | Xx 时 ,了 ; 守 RR, XI 
在 XX) 处 是 Lipschitz 的 . 固定 za， 
记 谨 (ri, xa; d!) 表 示 和 了 在 罗 处 沿 方向 四 所 孵 的 G- 方 向 导数 ， 
网 称 AC， xz) 在 x 处 的 G- 次 微分 39f(x1 ,x2) 为 了 在 x 处 的 GG- 
偏 次 往 分 .固定 x1， 记 Cx， x 4 ) 表 示 在 x 处 沿 方 向 下 € - 哆 。 
的 G- 方 向 导数 ,网 称 fCrt，* ) 在 x 寻 的 6G- 次 微分 32f (xi， Xs) 为 
在 x; 姓 的 侣 -偏光 微分 . 

定理 4.3.11 设 了 在 (ri EE 孵 ! XxX 高 ; 相 是 正则 的 ; 则 

Box xz Caf ms Ke) X a2f CX, Ka), 


证 明 设 x” 一 x， XxX?) EE 9 flxs Xs)， 由 定理 4.2.1 的 
2) 有 
Prix xas (Cd, 0)) 


= max {CCxr ,Xe Cd, 0)) x" €E afCx) 


3 4.3 右 - 欣 微分 的 性 质 " IR1* 
之 (x ,dy Yd EE 汤 ). 


因为 在 x 处 是 正则 的 , 故 有 
filxis a; d) = fr, xr: (Cd, 0)) 


= F(x Ks (Ad, 0)), 
以 及 
站 (3 
由 此 ,我 们 有 XI 三 Pfr ， Ks}. 后 理 ,. 可 得 文 ? 它 32f tx, TX), | 
定理 4. 3. 12 设 :和 攀 ” 和 < 分 别 是 < 区 | 和 . 沉 ， 的 对 偶 空 间 . 
记 
TO FR x,) 
= x7 €E BI xt, x) EE If Kea), x € Bi ), 


i ， 天 >) 


{2 全 1 ， Xr oftx, 十 Xi 它 FY 上 


ftr, 革 ，) (一 TA (Xs Ki), 
Qo (Fs Fs) CC red f(r), Xx;). 

证 明 国定 2; 作 了 表 数 广 、 rR， A Cx) 一 1 4 

片 射 FX} = xs Ky WM DF x), dd} = 
(d， 0), 因为 放 i 二 A， 让 ,利用 定理 4,3,7 即 得 


dF., Xa) tC ma f(r, Xe ). 


阿 理 ,可 证 第 2 个 结论 成 立 .1 

例 4.3.1 已 知 平面 上 的 N 十 1 个 点 :00， 0), (1, 1),， (2， 
2), (NN 一 1]1,，N 一 1) 和 (N, 0), 考 虑 如 和 何 寻找 一 条 直线 来 拟 
合 这 些 点 (图 4.3.1), 设 直线 方程 为 ?= x 十 8, 问题 归结 为 求 以 
下 的 极 小 化 问题 ， 
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minflas = lo 二 Bi 计 十 leN 二 8 一 中 


作 函 数 /...: Ri 一 R, 六 .ay 月 ) 一 lee 十 及 一 cl 它 是 以 下 两 
未 数 的 复合 :8:R 了 RK， h:Ri—R, 


有 CE) 一 Iu|s ha, BY = arf Be. 
注意 ,站 是 严格 可 微 的 ,g 是 凸 范 数 ,并 且 是 正则 的 ,由 
1 ， 下 
re 1]，z 一 全 
人 1 ， x 


MRDhla, B} = (a, 137 , 利用 定理 4. 3.7 得 


‘ta, 1)', ad 十 月 一 人 Di 
an tla, B) 二 | (Yaa, 1) 1I7Y| A 1}. aa+B—r=0; 
ea. — 1), ga 二 Bcd, 

Cd. 3. 15) 


六 


由 二 Fas 及 一 了 fler 人 十 fw.ola, ,根据 定理 4 3.4 有 
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Nm-1l 
dfr(a, 局) 一 PA 17 十 ywvOv， 1)7， 


其 中 ]7 | 所 1 G= 二 0, 11, RN 一 1). 对 于 直线 y= 二 x ( 即 a 二 1， 
月 一 0 则 当 a = 一 入,c 一 0 时 ;有 a 十 A--c 二 NN 0, 出 
《4. 3. 15) 知 ys 一 1,， 从 布 


NM—L 
FO = SING, DT HF YN, 1)’, (4.3.16) 


由 定理 4.2.3,，(], 0) 是 ftw， 8) 的 极 小 点 的 必要 条 件 是 (0, 0)" 
E37{1, 0)， 国 为 了 是 西 的 ,根据 定理 3. 4. 1, 它 也 是 充分 芭 件 . 
据 此 ;由 (4. 3. 16) 得 知 y 二 zz 是 问题 的 解 的 充 要 条 件 为 


-1l 
(0, OE ON DT HINN, 1)T, (4.3.17) 
1 一 用 


其 中 || 过 1 ==0.1,……, NN 一 1). 容易 看 出 , 当 NN 实 3 时 , 存 
在 YG 一 0, lm 一 1) 满 足 (4.3.17). 


34.4 几何 特性 


这 一 节 , 利 用 集合 的 距离 应 数 ,引进 集合 在 一 点 狂 的 G- 切 锥 
和 C- 法 锥 的 概念 . 由 此 ,来 刻画 G- 次 微分 的 有 关 几 何 特性 ， 

证 :各 是 Banach 字 间 ;集合 种 非 空 ,着 上 碟 上 的 焉 离 肯 
数 


jE 
若是 | 六 的 , 则 x ES 当 且 仅 当 ds(x) 二 0. 
定理 和 4.1 设 集 合 $ 属 非 空 , 则 虹 离 淆 数 ds: : 沪 > 民 在 
. 演 上 是 Lipschitz 的 . 即 有 | 
[ds Cx') — dx) 
(4. 4. 2) 


Foe ee -Er te re de a 
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证 明 由 (4.4.1),; 对 于 任 给 的 8 > 0, 存在 了 ES 使 得 
dstx 2 |x 一 Fl 一 e. 
于 是 ,我 们 有 
ds R33 | 一 | 二 一 了 | 
二 |‖z 一 好 让 十 机 (2) 十 和 


由 :的 任意 性 得 (4. 4. 2) 成 立 . 中 
设 汤 * 是 多 的 对 侦 空 间 . 
定 光 4.4.1 设 集合 5 民品 非 宝 ;点 捷 入 
(1) 称 集合 


TD) = {dE Bad; d) = 0) (4. 4. 3) 


是 集合 5 在 点 ww 椒 的 广义 切 锥 ,或 G- 切 锥 ， 
《2) 称 集合 
Nx) = (x E RB' lx ,dO Yd € T(x)) 
(4. 4. 4) 


是 集合 $ 在 点 如 处 的 广义 法 锥 ,或 G- 法 雏 . 
注 4.4.1 设 x 世 :5 葬 , 由 定 必 4.4.1 如 知 了 TS) 是 闭 凸 集 ， 
定理 4.4.2 设 集 台 3 筷 .月 非 空 ,xE 喀 , 则 


Nix) = cl Wl Ad ds (XxX), 《本 4. 52 
-之 所 


其 中 cl 表示 弱 闭 . 

证 明 由 定义 4.4.1 的 (1) 和 和 定理 4.2.1 的 (2) 可 知 ， 
d ETICx) 当 且 攀 当 (x' 4) 所 0 对 任意 的 x* EE 9"ds(x) 成 立 . 因 
为 TLCX) 是 弱 团 册 锥 , 圾 (4.4.5) 成 并 .中 

定理 4.4.3 设 汕 数 了; :名 六 R 在 集合 站 忆 和 范 上 是 Y 秩 Lip- 
schitz 的 ,XE SC 袜 X. 车 了 在 zES 处 达到 极 小 值 , 则 对 任意 的 
73 7, 函数 Fy) = 77) 十 Ydsly) 在 #E S 处 达到 极 小 值 . 若 
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”> 7, 5 是 闭 的 ,并 且 f(3) 一 minF(x), 则 FE S. 
证 明 用 反 让 法 . 假设 存在 了 3 了 E 革 和 & > 0, 使 得 
fF) HY AY) < FE) — YE 
联 x' $5 使 上 3 一 x' | 所 ds(t 了 ) 十 es 由 于 是 7Y 秩 Lipsechitz 的 ， 
则 有 
fr) EF 十 站 一 大 
fF 十 7 (ds + a) < fF). 

上 栋 与 了 在 XCS 处 达到 极 小 值 相 了 矛盾 . 现在 设 六 > y, 函数 FC(y) 
一 CD 十 Yds(y) 在 了 上 的 点 3 处 达到 极 小 值 ,由 前 面 所 证 ,可 知 
有 


7y 十 7 
2 


fF) + 7 dy) = FE) EFT) ds CF). 


从 上 式 得 知 必 ( 订 一 0, 故 了 E 3. 0 
推论 4.4.4 设 消 数 三 响 -rR 在 集合 SC 洛 上 莽 Lipschitz 
的 . 若 (Xi) 一 minf x), 则 
EE a°fx) + Netx)., 


证 明 设 U(X) 晨 的 邻 域 ,在 U(x) 上 是 7Y 秩 Lipschitz 的 . 
不 妨 设 5S 己 U(X), 则 由 定理 4.4.3 知 7(y) 十 Yds(y) 在 x 处 达到 
极 小 值 . 因此 ,有 
OE a + YA) (RY) Ca f(r) 十 Ya (x) 
C Dorz) 十 NSCE). 


定理 4.4.5 设 SC. 委 是非 空 凸 集 ,XE 专 , Ns(x) 是 5 在 点 
z 处 的 法 锥 , 即 


Net) 一 人 光一 2 和 0 VYyE SI, 


则 NSCtx) = Ns tx), 
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证 明 设 x’ EN 了 (Oy) = (x ,x 一 yy), 我们 有 了 (x) 一 
minf ty). 于 是 ,根据 容 论 4.4.4 知 86 一 x 十 Nix), 故 得 
x CEN). 

友之 ; 设 x”E NS8CX), 令 ,x' 万 笋 ,4€ (0, 1). 对 任 给 的 
E 六 人， 选择 下 Xx: 亡 驴 使 得 

上 一 x 坟 ds(x) 二 8 一 并 ds(txr') + 
则 
dstAxt 一 Daj) 二 DA (Vx | 

< Adstx) + (1 Oo— Vads(x') te. 


因为 是 任意 的 , 故 ds 是 凸 函 数 ,于 是 由 定理 4.4.2 得 x'EE 
9"dstx). 利用 定理 4. 2. 10, 知 


(x Od dx YE 


因为 对 任意 的 YES, 有 x， 一 过 9， 所 以 x" 后 Ns(x). 站 0 

注 4.4.2 设 5 己 . 甸 是 非 空 山 集 ,x EE 到 由 定义 3.2.2, 定 
义 4.4.1 和 定理 4.4.5 可 知 , 也 有 T3(x) 一 Ts(x)., 

推论 4.4.6 设 $SC 几 是 非 空 凸 集 , x EE 哆 ; 则 a € 73(x) 
当 里 仇 当 d(x; dd) 一 dslx; 人 = 0, 

证 明 因为 ds 是 贞 鹃 数 , 由 定理 4.2.12 的 520) 知 它 是 正则 
的 ,从 市 有 d(x; d) 一 ds(x; 中 二 0. 

定理 4. 4.7 设 集合 SC 滨 非 宝 , x © 锅 , 则 d € TS(X) 当 
且 仅 当 对 任意 的 点 列 {x} CS ,xX {过 (9, 十 20),0 
(一 上 00) ,存在 序列 (人 CC 才 ， 4d” 一 ,使 得 对 任何 = 1，2,，…'， 
es 

证 明 设 dE Tx), {x CS KX ti (0, 十 00)， 
0 一 co0)， 因为 ds(x; dd) 二 0, ds 是 止 函 数 , 故 有 
py dstx :+t id) — dstw) Jim dstx tT ad) _ 


ty 直 一 = co Lr 


li 


吓 px 


te 


Pe. 
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选择 点 ¥* EE S， 使 得 
xi yds id) ti/ (Cd.4.7) 


2 
设 二 + 一 一 ,由 (4. 4.6) 和 (4.4.7), 令 >o0, 则 有 >d. 故 对 


中 
任何 下 一 1，2，…， 有 六 十 二 时 入 汪 . 
反之 , 设 《CC 一 {Ee} CTC, 二 oo, 0 — 
cy 有 


dsx td) — ds x) 


L, (4. 4. 8) 


cx df) = lim 
Rc 


选择 y: ES, 使 得 
Ty ds Cx ) (4. 4. 9) 


在 上 和 式 中 令 & =co ,有关 一 TY 故 存 在 序列 {4d*) 广 宫 , d'->d, 使 得 
六 十 所 3, 据 定 理 4.4. 1 我 们 有 
Cd 人 十 8 和 二 (开赴 2 十 站 天 一 天 十 丰 | 本 一 弛 | 
由 (4. 4. 9 得 
ds (x + hd) d(x tia md +1). 


利用 上 式 和 (4. 4.8), 令 有 >eco 有 中 Cef 二 0, 故 d E43(x). 趾 
推论 4. 4. 8 设 -党 ， 党 , 是 Banach 空间 ,5 所 . 滨 |， Sa 
Eo XO x, xz) ES XxX 5,， 则 


T's xs, Cx) 一 了 全 XI) 2 T's Cx), 
NE xs, Cx) = NS (x1) X NS (xe). 


证 明 由 定理 4.4.7 容易 推 得 .中 

定义 4.4.2 设 集 合 5C 贸 非 宇 ,成 ES ,4dE€ 尘 . 知 对 任 
给 的 8 守 0, 存在 :€ (0, 人 和 pEd 十 eB 使 得 x 十 tp ES, 则 
由 所 有 这 样 的 豆 组 成 的 集合 称 为 5 在 点 x 处 的 相依 锥 , 记 作 
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as 若 有 TS) 一 名 sc ， 则 称 集合 3 在 点 如 处 是 正则 的 . 
注 4.4.3 设 x+E5, 据 定理 4.4.7 易 知 有 T(r) CQ)， 
但 反之 不 成 立 ， 
定理 4.4.9 设 函 数 f. 地 一 R 在 Xx€ 党 处 是 Lipschitz 的 ， 
和 人 DA 若 S = 1{y€ |f0) A(x)}, 则 


{dE .BI (rsd) 0 CC TA). (4.4. 10) 


骨 若 了 在 x 处 是 正则 的 , 则 集合 SS 在 x 处 是 正则 的 ,并 县 
4. 4. 107 成 为 等 式 . 

证 明 设 &Ee 爱人 使 疡 (x; 四 过 0. 则 存在 E5>>0, 使 得 对 任 
意 的 x 所 工 十 上 和 上 E (0,， 十 co)， 有 


fx' + dd) 一 Fr RE 


误 {x C5, 证 于 [人 《十 ce 由 .太太 
之 f(x), 帮 对 任何 有 一 1，2，…)， 有 


Tx: 十 td) EAR) 一 人 FT 一 人)， 


从而 六 十 id 和 人 由 此 ,根据 定理 4.4.7 得 dE TS3Cx), 因为 和 经 
az 则 存在 SS, 使 得 产 (x;y 和 ) < 之 0, 即 有 dT 了 ECX). 设 
de ld eG; dd) 所 0), 由 定理 4,1.1 的 (1) 可 知 , 对 任意 的 
E>0 有 


Frysdted)e fd ef tr; d) 0, 


从 而 
ded' EE THCx), 


由 7% cx) 是 妆 的 和 的 任意 性 ,于 是 得 4 € TsCx). 
现 设 d EE Q(x), 由 定 尽 4.4.2 有 


Lim inf 二 二 0， 
iD 十 


即 对 和 任 给 的 >> 0, 存在 收 化 于 0 的 正 数列 {&) ,使 得 对 充分 大 的 
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有 dstx 十 如 有 扫 sti， 并 存在 点 列 {x} C 衬 使 得 
xiiud om x | < 25, 
根据 / 在 x 处 是 7Y 秩 Tipschitz 的 和 和 ACF) 委 Cx)， 我 们 有 
f(x 十 2 一 70 fA) 十 2 一 Ce gay. 
由 于 了 在 zx 处 是 正则 的 ,在 上 式 中 令 ar>0，eD 可 知 广 Cry) 一 
Pi 二 0 因此 有 1 人 后 妥 | 关 人生 0)1 一 TS(x). 1 
推论 4. 4.130 设 茶 件 与 定理 4.4.3 相同 , 则 


No (x) CU "fxr), 


再 若 f 在 x 处 是 正则 的 , 则 上 式 成 为 等 式 . 

证 明 由 定理 4.4.2 和 定理 4.4.9 可 直接 推 得 . [ 

推论 4.4.11 设 让 : 冤 一 RUG 二], 2 …， mm) 是 实 值 函数 ， 
集合 $= {yt | 有 (D0 裕仁 全 全 全 
二 0 全 二 1 Mm) 若 JG 二 1，，，m) 在 x 处 均 是 严格 可 袜 
的 ,万 : 户 (xy， ;Dsf(x} 是 正 线 性 独立 的 ,并 且 S 在 x 处 是 正则 
的 , 则 


N30) =— { DIADA OY 0 i 1 mm) 
zz ] 


证 明 作 函 数 /OY) = max{fiG)|i 一 1， m}. 根据 定理 
4.2.12 时 知 ,了 在 x 处 是 Lipschitz 的 和 正则 的 . 由 5 一 
位 €: 泌 |f7) 之 0) 和 f(x) 一 0, 根据 推论 4.4.10 即 可 推 得 结 
论 . 中 

下 面 介绍 男 一 个 切 锥 的 概念 ,并 考虑 它 与 GC- 切 锥 之 间 的 

定义 4.4.3 设 集合 5S 当 非 空 ,点 x ES.dE€ 避 . 阁 对 某 
个 as 记 0, 有 PEd 二 eB,t (0,#), 使 得 


XpES Yr € (Crt eB) ND, 


TP ep pp 


= O00 = 第 4 章 Lipschitzs 哨 数 的 宫 - 沈 微 部 
则 称 & 是 集合 5 在 x? 处 的 超 切 向 量 .S 在 点 za 处 的 所 有 超 切 向 量 组 
成 的 集合 称 为 $ 在 点 x? 处 的 超 切 锥 ,或 百 - 切 银 , 记 作 T& (xc)， 
注 44.4 设 xE 物 , 由 定理 4.4.7 容 易 推 得 TY(Cxz) CC 
Cr 
定理 4.4.12 设 集合 S$ 局 非 空 ,xE .加 若 T8(x) 关 7， 
风 
了 = intT Cx). 
证 明 ”首先 证 圳 下 式 成 立 : 
了 十 宇和) f4.4. 111 
事实 王 , 设 由 二 40r) dE T(x). 根据 定 久 4.4.3, 存 芽 6 全 0 
使 得 
SN r++eh}+iid eB)TCs vie 0, &). 
Cd. 4. 12} 


再 由 定理 4.4.7, 存 在 &; 所 0 使 得 


SN (reds)ytid TCS)B, te 0, ey. 
“44.4,， 13) 


< minte/2, ei/(tlt+eat | el ), s), 
d= y+itd + d+ eu), 


时 中 yyYESNMN r+ eB),ueEB,te (0, ee), 因为 6 志 5， 出 
4. 4. 13)7 知 ,对 其 个 疡 入 呈 有 


十 天 (ll/2Nep ECS. 
另 一 方面 ,有 
Fx ytd C/Nteapl 委 E 十 引用 要 下 十 后 失忆. 


从 上 面 两 式 可 得 yy 十 tC 一 (1/2D5p)ESN (C+ 68). 由 


Pini uh rp ph hl 


1 ER lich n= 


44 几何 特性 :101 * 
4. 4. 12) 有 


十 二 有 一 (726 二 Ed +eaB)Cs, 
从 而 
如 一 3 十 的 开 一 (17236p) 十 经 
十 zea 十 《172)8tp) CS, 


注意 jew + (1/2)ep| 志 十 (1/2ye 之 &, 根据 定义 4.4.3 得 
d+ EE TY 因此 (4.4,.11D 成 六. 

显然 , T& (Cx) 是 开 集 ,并 且 TT#Cx) CC Tx), 项 只 要 证 有 
intT3 x) 己 了 THX), 设 d Eint73(x), 则 对 任意 的 pE TW(x), 存 
在 424 半 0 使 得 d 一 入 EE intT3(x), 因为 Xp EE TW(x), 利用 
(4.4. 11), 便 得 d= Ap 十 (4d 一 Ap) EE TH(x). 1 

推论 4. 4. 13 设 集 合 5 民生 非 空 ,x E65. 阁 ZT8(X) 关 廊 ， 
则 对 任何 的 {xi} C: 次 {7 天 :XI x(k 
coo), 有 x* EE NC). 

证 明 设 dE THCx), 则 存在 s > 0 使 得 

SN CteBy+itdt+eB) TCTs Yte (C0, e). 


由 此 ,对 任意 的 入 x 十 (s/2)B, 有 
sn [7 工 二 Bj 十 中 十 二 有 
SN r+ eB tid + £8) 


| 


fF 


Yt 10,- 


co 


根据 定义 4. 4. 3, 对 任意 的 Ex 十 全 BB 得 4 € 7S(?)， 因 此 对 任 


意 的 yeE x 十 也 BO 有 dE TCy). 由 Xx XE > 全 00), 以 及 
x 忆 NCxs), 有 


sr 
ii 


1 02+ 第 4 章 Lipschitz 函数 的 宫 - 深 微分 
i 一 lim xe 0 YAae T(x). 


于 是 ,由 于 定理 4.4.12 和 了 T(x) 是 闭 的 ,得 到 对 任意 的 dE T8Cx) 
有 x 下 守 0,. 从 而 x* EE NSCx). 0 
从 以 下 的 讨论 可 知 , 函 数 的 上 图 象 的 C- 切 锥 和 -法 锥 ,分 别 
与 它 的 GG. 方向 导数 和 CG- 次 梯度 有 着 等 价 关 系 . 因 此 ,对 于 -… 艇 函 
数 ,我 们 可 以 用 他 切 锥 和 C- 法 锥 来 引进 导数 和 次 梯度 . 由 定义 
2, 1. 6 的 01) ;函数 /; :党 R 的 上 图 象 为 
epif = {XD EB Xx RI FOD). 


定理 4.4. 14 设 肖 数 了 了 一 RR 在 x 全 .党 处 息 Lipschitz 的 . 
Cl} Cd Tx AX)) 当 目 仅 当 产 (xy 和) 委 闻 
(2) 子 在 守 处 是 正则 的 当 旦 仅 当 集合 epif 在 tx， f(x)) 处 是 
正则 的 ， 
证 明 £1) 设 Cf. 7) 扰 Tien, fOr)). 选取 点 列 { 己 : 闲 ， 
上 一 1 CO, 十 oo), Fs 下 《是 — oOo), 使 得 
rd CO fx) 
lin 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
让 A 
国 为 Cr， /Cx 一 C(x， /f(x}) ,由 定理 4.4.7 知 存在 序列 { 如 ， 尖 } 
二 . 沪 XRR,， (4*, bp) -> (d, 7), 使 得 tx f(x 十 (dh) EE 
epi/. 因此 ,我 们 有 
ix) 十 Fe xr 十 id), 下 一 1 ， 2 ” 


一 fx; A). 


即 
点 i.. 上 
fx 十 CC- Fx ) 过 如 二 ], 2, 
在 尘世 中 令 有 一 0 得 让 (x; 人 二 六. 
证 序列 {Cx 及 ) 性 epif x 一 XX 下 CX) ,对 任 给 的 8 
0, 上 乡 


i _ 有, 
ss ~— max {f(rs 四 十 人 f+) 一 7 
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k= 1, 2,., 
我 们 有 
二 1, 2 
由 于 各 宇 Cx*), 零 得 
二 fr) R= 1 2, …. 


因 为 


Hm sup 一 一 
Re ts 


所 以 当天 时 有 s 一 .Ptxy dj) 十 8, 由 此 ,根据 定理 4.4.7 得 
(Cd Ar dd) 十 6) ET Fr 也 就 是 当 让 (x; ga 过 ?了 时 有 
Cd, np) E Tolr, fx)). 

(2) 若 六 在 x 处 是 正则 的 , 作 沙 数 

Eg: BX RR, gx, 7) = fx)—Y. 

显然 .g 在 kK, /ix)| 处 是 正则 的 ,并 且 epi7 一 Mg， 人 18Cx， 
7») 3 口上 由 于 0 可 “可 FrY) -一 可 ?大 XX 1 一 1 ， 由 定理 
4.4.9 可 知 集合 epif 在 (rz， 关 xz) 处 也 是 正则 的 ， 

友之 . 设 


x 本 3 ， 


lim inf fx ttd) — fx) 


MM tx; dd) =— 5 


tr 
我 们 证 明和 ,rr，Fzr) 二 epi (x *，) 成 这 .事实 上 ,人 设 (dd, 六) 
E QirCx， A(X)), 则 对 人 尾 给 的 8 之 0, 存在 上 各 (0, e),，pEd+ 
aB 和 入 EEF 二 《一 5，&) 使 得 C(x， f(x) 十 二 有 和 sp 即 
Fr) 十 1B), 从 而 有 


1 二 二 一 由 之 


邻 e>0, 4x0 ,p>d, 对 上 式 取 极 限 , 则 得 /Cx; 中) 志 寻 又 对 任 


+ 194 。 第 4 章 Lipsehirz 函数 的 G- 次 微分 
给 的 0, 由 A (Ts 的 定义 , 则 六 存 往 tO ;使 得 
2 一 St pd + ko 1,2,. 


也 了 一 PCxr d) 十 ,有 
(站 2， 


由 此 , 据 定 交 4.4.2 知 (4d; 让; 四 十 半 亡 QQow(x， f(x)), 由 于 
epif 在 C(x， 7x)) 媒 是 正则 的 ;由 忆 ) 的 证 明 我 们 有 


epif' Cx; * } = epifi(x; * )., 


于 是 ,对 任意 的 4d€ 和 有 户 G 四 一 广 (cid 从 而 三 id 一 
.PCxt 4). 据 此 ,由 定 交 4.2.4 得 了 在 * 上 处 是 正则 的 .1 

推论 4.4.15 设 f; 宅 一 R 是 实 值 庙 数 ,x € 欧 , 则 x” EE 
91ftx) 当 有 日 权 当 Cx, -一 1) EE N(x, F(X)). 


证 明 因为 x' E32°FCx) 当 且 仅 当 对 任意 的 dE 雪 有 (xX; 
d) 这 {x' ,dd). 这 意味 着 对 任意 的 dE 和 任何 7 宇 产 (Xx; d), 有 


《xz — 1 (dd, 7 YEO. 


根据 定理 4.4.5, 它 等 和 价 于 ke， 们 和 Thy(x， f(x)) ,由 定义 
4.4.1 有 得 (x" ,一 1) 亡 NE,s(x, FrY). [ 

推论 4.4,15 告诉 我 们 ,可 以 利用 函数 上 图 象 的 C- 法 锥 来 是 
六 它 的 安 次 梯度 ,并 有 该 丽 数 可 以 不 是 Lipschitz 的 . 我 们 将 在 第 
5 章 进 … 机 研究 由 切 锥 引进 次 梯度 的 问题 . 

利用 G- 法 锥 ,可 以 给 出 一 般 函 数 的 G- 次 梯度 的 定义 如 下 . 

定 允 44.4 设 函 数 f; 咯 一 及 { 士 吕 ) 在 点 XE 沙 丸 是 
有 限 的 . 藻 存 在 x" € 六 *" 使 得 (x* ,一 1) € Navlx ,了 C(x),， 则 
称 x' 是 站 在 点 x 处 的 G- 次 梯度 .了 在 点 x? 处 的 所 有 -次 梯度 的 
集合 称 为 了 在 点 x' 处 的 G- 次 役 分 , 记 作 3"f(x"), 若 集合 epif 在 
点 Cx Cx 处 是 正则 的 , 则 称 六 在 点 x" 处 是 正则 的 . 

定理 4.4.16 设 函 数 /; 多 一 RU { 士 ce 在 fE 泌 处 有 限 . 


FT ori 


34.5 有 限 维 情况 “195 * 
若 对 计 的 某 一 邻 域 内 任何 一 点 x 有 fF(E) 之 了 (x), 则 0O€ 0 证) 
证 明 对 任意 的 (4, 太 € Tf(¥))，, 存在 序列 1(d*， 
0+ oo), 使 得 ( 针 ，f( 计 )》 十 
Cd 9) EE epif，, 芭 有 
HE) 十 tm fF, ted), 


由 此 ， 对 充分 太 的 ,我 们 有 (十字 f(b) 六 后 ) ， 
从 市 5% 宇 0, 由 直人 0 则 有 jlimy 二 7” 之 0, 于 是 对 任意 的 
Cd, 7) E Tor(E, fA(XY), 有 <《(0; 一 (dd, 四 ) 所 0, 邦 OE 
oF). 0 

定理 4.4.17 设 和 集合 3 己 鹃 非 空 .对 于 3 上 的 指示 函数 


， XE NS: 
GC) 一 
十 cc XE 0， 
者 x* 后 六， 出 BX) C= NICXY, 并 且 , 男 数 ds 在 x 外 是 正则 的 当 
且 公 当 S 在 xx 处 是 正则 的 . 
证 明 x E33,(x) 等 价 于 ("一 1)E NOx 0), 显然 
有 epiBs 二 S X [0, 十 cc). 根据 推论 4.4.8, 它 等 价 于 x" EE 
NICx), 一 1 Na ‘0D). i 


$4.5 有 人 限 维 情况 


本 节 讨 论 当 静 为 Euclid 空间 天 时 ;G- 次 梯度 和 GG- 次 微分 所 
特有 的 性 质 . 这 时 有 尝 ” == 户 ,以 及 f(t) CR 

一 个 重要 的 结果 是 ,Lipschitz 函数 在 R" 的 开 子 集 上 是 几乎 
处 处 可 微 的 ,由 此 ,项 数 在 基点 处 的 C- 次 梯度 可 以 由 其 附近 的 可 
微 点 通 近 . 又 几乎 处 处 可 微 的 点 在 GG- 次 可 微 点 集 上 是 称 密 的 .以 
下 记 QQ; 考 示 了 上 的 不 是 各 -次 可 微 的 点 组 成 的 集合 . 

定理 4.5.1 设 国 数 f R">R 在 rE R" 处 是 Lipschitz 的 , 
二 玉 是 Lebesgue 测度 为 8 的 集合 , 则 有 


* 196 第 4 音 Lipschitz 函 孝 的 忧 -次 短 耸 
a ftx) 一 co tlim VA rt AES XE. 


证 明 设 点 到 [YY } 了 CR YT ,YESN 
5 U0 的 测度 为 0. /在 x 处 吕 次 可 微 .由 定理 4.1.1 可 知 3°/ 
在 + 附近 是 局 部 有 界 的 ,又 由 定理 4.2.5, 则 有 V/ACx) € 9°f (xr) 
(一 1，2，… .根据 Bolzano-Weierstrass 定理 ,序列 { Vir) 
存在 收敛 的 子 列 ,因为 3a*f(x) 是 闭 的 ,所 以 (VHCx*)) 的 聚 点 均 属 
于 85xX);, 即 


(lim i 
由 十 3°7(x) 是 凸 集 , 因 此 上 式 左 边 的 曲 包 也 包含 于 3fCx). 下 面 
证 明 对 任意 的 :六 9 和 任意 的 dE R") 天 0 有 

Fry dd) -eS limsup (vio Tadly >r,y ES UU A). 

为 此 , 没 a=limsup {VfGY dy x,yESU 人 7 六 由 a 的 定义 
则 存在 辣 汪 0，, 使 得 

yEx+OB, Fy ESU Nn, VI dat e. (4.5.1) 
果 选 6 充分 小 使 得 g(tS U7 并 十 58)) 一 00pt*。) 是 旋 中 
的 测 渤 苹 数 ) ,并 考虑 线段 


他 
LL; = (ytdloct< sya . 


根据 Fubini 定理 ,对 于 任意 的 了 Ex 十 (86/2)B,yESUn 


种 工 Cx 二 C/OIB+HCxY+dB, 有 2S UDP NI,)= 0. 


8 
设 tE 10， py ， 由 有 


fy 二 地) — f(y) = | Ty 4 sdy' dds). 
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Ay + 1d) fA) ila + Ee) 
YY EX /DB EHSL Ny, 
再 由 《生生 全 的 | 可 知 上 式 对 任意 的 YE x 十 (6/2)B 
:了 Fa 本 | 均 成 立 , 故 有 户 (x; 四 所 z 十 e 由 此 , 推 得 定理 的 结 


沦 成 立 . 

蝗 然 有 以 下 推论 ， 

推论 4.5.2 设 明 数 让 R" 一 RR 在 x € RR" 处 是 Lipschitz 的 ， 
则 

站 (ef d) 一 limsup{ Vi (y) dly €5 U fr)}. 

例 4.5.1 芍 虚 国 数 人 : Ri 一 RR ffx， ») 一 max {min {xz, 

一 光一 工 }， 设 
S. 一 I (x, 3 | 9 所 2 ， Y 宝 。 一 二 


由 一 ‘(zs Wy 和 2T，y 全 一 x， 


本 一 人 1 人， yy 宇 2xy 或 yy XT/21， 
风光 ， U Sa Uj ds 一 站 fires 让 等 价 为 
Ea [zy EE Ss 
ffir, ww | Cx y) EE Ss 
VT， ff 计 ， y) i 


设 S 是 5S.、S; 和 的 边界 枸 成 的 集合 ,5S 的 测度 为 0. 对 于 
(9 人 SS 的 点 ,了 是 可 微 的 ,并 县 WAFCzry 3) 是 届 ，0) 或 (0,， 一 1) 
或 (一 1，1), 上 3”f(0, 0) 是 这 三 个 点 的 凸 包 ( 图 4.5.1). 出 
Or 0) =maxto, - x}, 则 af0 0) 一 一 1，0,， X10, y) 
一 max{0,， y}, 故 327(0, 0) 一 [0, 1]. 于 是 有 


afto, 0) oF00, 0) x afto, 0), 
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图 4.5.1 


定理 4.5.3 设 aG 司 5 所 民 ,， 函 数 三 RR XR 一 民 在 点 
x 二 (a, 站) 的 止 邻 域 芝 XVCR XR”" 上 是 Lipschitz 的 ,对 于 每 
个 人 二 王国 数 .Fe ，*，) 在 VV 上 是 凸 的 .着 (xz WwW) E93"F(x), 则 
Ww EE 37a, b). 

证 明 由 定理 4.5.1; 对 于 (z; WwW)》E€ 9°f(x), 存在 全 一 (Qt*， 
,使得 VA 一 Ww), 设 VA) 一 
《z+ w+), 根据 定理 4. 2.6 和 和 定理 4.2,11 知 WE 蕊 383370:，B8*)， 因 
为 fa*，，) 美 于 上 六 是 凸 沙 数 , 故 对 任意 的 dd 七 R” 和 和 充分 太 的 此 ， 
有 

FT 十 本 一 Fe by) 2 Cd, w). 
对 上 式 令 & ,我们 有 
fab+d)— fa,b) dd, wy. 


由 此 , 即 得 w € a2fCa, 6). 1 
考虑 R" 中 集合 5 的 距离 消 数 ; 


dstx)y = inf|x— yl ,xE R", 
FE 访 


其 中 x yy 一 | > ， [zi yl 一 【ri ny!,y 二 (Vs 
i | 


“eo Yo, 


rE rp er ee 
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定理 4.5.4 设 俩 合 S5CR" 韭 室 . 车 Vds(x) 存 在 且 不 为 89. 则 
并 E clS, 并 且 存 在 只 一 的 点 x € cls, 使 得 


Ee 
Hix 一 x 


证 明 反 证 :假设 xzE cls, 则 对 任意 的 dE R” 有 有 


ds(x + td) ~ ds (x) 
t 


WE 一 


VC 一 lim 


1 


= lim 
由 此 得 Ydstx) 一 个， 它 与 已 知 相 六 古 . 从 六 cls, 则 存在 一 点 
x EE cIS 使 得 dx) 二 x 一 说 上 . 设 tE (0, 1), 则 显然 有 


s+ td ) >» 0. 


ds{x itr Oo x)= olx ex， 


于 是 
dsl* + D4 一 一 jx- 一 x" |， 
令 1-x07 ,得 到 
d(x 一 一下 一 和 | 


因为 ds 居 1 秩 Lipschitz 的 ,所 以 下 Yascox) | 守 1， 从 而 有 


下 一 了 
We 一 Tr 1 


定 尖 4.5.1 设 集 合 SC 党 非 空 ,@E 渐 , 4 关 0. 若 存 在 唯 
的 点 和 EE clS, 使 得 d= 二 一 ,其 中 x EE : 渐 满 足 ds(x) 二 
jx -x 则 称 @ 在 点 x* 处 生 直 于 SS, 记 作 4 上 (从 x 外 ). 

定理 5.5 设 集合 SC R" 非 宝 , 4 R",d 关 和 ,存在 
zE els 妹 乘 直 于 仿 , 章 对 任意 的 yE clSs, 有 


(dy 一 了 一 x 
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证 明 由 定义 4.5.1, 对 任意 的 yEcls, 有 d= 二 x -x 种 


lx -yl 守 x xl Yrx ES 


从 上 式 有 


一 一 有 | 


据 此 ,得 
all:+ 2d x y+ x—y|? 


al’, 


二 (TT 一 JX 一》) 实 


所 以 绪论 成 并 .上 [ 
定理 4.5.6 设 集合 SCER" 非 室 , x € chs, 则 


a | 


io}U la = lim pT 全 


da°ds(x) 一 co 
S( 在 坟 处 ),， 二 二 x 一 00|， 


证 明 设 


A=col {0}U {a = lim 本 和 全 dt | 


Sf 在 小 处 ) ,x 一 工 ， 0)|， 


出 定理 4.5.4 知 Was (x) 或 为 0 或 为 单位 向 量 . 因此 ,根据 定理 
4.5.1 得 知 DodsCr) 所 4 


亚 然 , 心 在 zz 处 达到 极 小 值 , 故 GE 9"ds (x). 了 生 在 居 处 
重 青 于 4 i 一 | ,并 且 x 一 x， 


4 > 站 .利用 定理 4.3.5, 我 们 有 
cz dstr’) 万 < dd te), > 加 > 


;用 个 = yy — x dsty) = 


一 


$4.5 有 有 限 维 情况 ， 201 。 
其 中 Et EE Cr 因为 dsCx) = 二 0, 上 式 可 写成 


qd 站 y 一 x 
it€ ( ds{& "), ye ) 
又 因为 【99ds(x) | 过 1, 从 而 可 得 开标 3dsC6). 由 xx 
0 ,有 5: 一 x, 依据 定理 4.2.1 的 (2) 得 dE 3"dy(x), 示 此 和 AC 
a°ds{x). 1 

推论 4. 5.7 设 集合 5CCr" 非 空 .车 x 属于 clS 的 边界 点 * 则 
3"ds(tx) 包 含 非 零 点 . 

证 明 x 属于 els 的 边界 点 , 刚 对 任意 的 e 全 0, 存在 点 
y. 蕊 R", 使 得 jy. -| 和 过 se 并 县 产 区 clS. 由 定理 4.5.4 知 , 存 
在 自 直 向 量 d. 使 得 Vds(y.) 一 学- 令 e>07 ,有 和 一 x 骨 
是 CC dtr), a — 1. 0 

推论 4. 5.8 设 集 合 SCR' 非 空 , 若 x* 属 于 cls 的 边界 点 ,出 
Na(x) 和 包含 非 零点 ， 

证 明 定理 4 4.2 和 推论 4.5.7 即 得 证 .1 

定理 4.5.9 设 集合 SC 己 R" 非 空 ,x € clS, 并 且 


A=col {0 U {da— lim 4 TT a | 


S( 在 共处 》 下- 一 工 ， d=0)|. 


则 NSCX) = 也, 
证 明 根据 定理 4. 4. 2 NaCx) 是 闭 凸 稚 , 冰 由 定理 4. 5.6 即 


可 得 证 .中 
定理 4.5.10 设 SCR 是 闭 集 , x E 5, 则 4d € intTstx) 当 


朋 仅 当 存 在 六 0 使 得 
dst¥y Ftp) Edy) YYy EXEDB, 


ed ， | 
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pEd+eB,te [0, e). (4. 5. 2) 

证 明 若 椰 在 d 满足 (4.5,2), 则 对 仔 意 的 pEd 十 eB,x 蕊 
SS， 可 以 找到 点 列 {fx} 和 (x 十 258) 人 门 S5 ,rx, {i} CE (0, €), 
0 一 上 050), 对 充分 大 的 下 有 

dostx Tp) dx) 一 0. 
因此 ,对 充分 太 的 万 我 们 有 车 十 Pp E 5S. 再 由 定理 4.4.7 知 p EE 
Tetx}, 夏 得 引咎 int 了 Cr》， 

设 引 Etint7sxz)y 则 对 任 一 非 零 的 z EN3Cxr) 有 dz 之 0( 否 
则 , 若 gz = 0, 则 在 4 的 任 一 邻 域 中 存在 一 点 p 使 得 pz 守 0, 伺 
男 一 方 而 ,从 p ETIil(x) 有 pz 之 0, 导致 子 盾 ). 因 了 此 , 存 机 7 了 全 0 
使 得 

pz 二 一 yz YzE NSCr). 


利用 定理 4.4.2, 从 上 式 可 推 知 


pz 人 ee—7rlzl| YrE dads x). (4. 5. 3) 
现在 证 明 ; 存 在 某 个 委 汗 0, 使 得 对 任意 的 pE€E dd 十 wB 有 
PT Vadsty) EO YyEXR+wB. 《4. 5. 4} 


反之 .假若 (4.5.4) 不 成 立 , 则 存在 点 列 {CR 和 
cy 使 得 
pp Vds(y') > 0, 
由 定理 4.5.4. Vas(y*) 是 非 零 的 单位 向 基 ,当下 阅 时 , 它 收 化 种 
点 z andstx). 对 上 式 取 极 限 得 
p20, 


导致 与 (4. 5.3}) 玫 上 盾 ， 
ETEd+ eB teE [LO, 0) 时 ,选取 s 使 得 y 十 
tp Ex 十 xB, 注意 , 销 数 ds 是 几乎 处 处 可 微 的 ,固定 p, 有 


$4.6 Lipschitz 向 量 函 数 的 避 - 次 微分 + 203 - 
csfy 十 1 一 全 (Yy) = | YdsCy sp) pds. 
自 


最 后 ,利用 (4. 5.4), 对 几乎 所 有 的 3 了 ExT eB, 有 ds(y 十 i182) 委 
ds(y). 由 必 的 连续 性 知 (4. 5. 2) 成 了 这. 

推论 4.5.11 设 5CR 是 闭 集 , x € 和 则 TSCz) 二 
int 1 SCx). 

证 明 根据 定理 4.5.10 知 ; 由 于 dE TSCxX), 从 (4,5.2) 有 
由 全 intyTetr) 友之 , 设 d eintT(x), 由 定理 4.4.12 得 d € 
Ter) 

推论 4.5.12 设 SCR 是 闭 集 , x E 5, 车 int13(x) 关 0， 
则 对 任意 的 xx CE No ,有 EE Nstx). 

证 明 ”由 推论 4.5.11 容易 推 得 ,1 


§ 4.6 Lipschitz 向 量 函 数 的 G- 次 微分 


最 后 ,考虑 满足 Lipschitz 条 件 的 向 基 国 数 的 G- 次 微分 问题 . 

定义 461 设 集 合 S CR 非 空 ,f: XR" 是 向 斌 图 数 (mm 
着 每 一 个 f(G 二 1 1) 
在 点 x ES 外 是 (7 秩 )Lipschits 的 , 则 称 疝 量 阴 数 了 在 点 x 处 是 
Lipschitz 的 . 若 每 一 个 中 二 1 坟 ) 是 S 上 上 的 人 秩 Y1 ipschitz 
函数 , 则 称 了 上 是 S 上 的 (7 秩 )Lipsehitz 向 重 函 雪 . 

设 了 (x) = (六 (rn ，…， f(x)) 在 点 xE 玉 "处 是 Jipschitz 
的 ,这 时 人 每 一 个 f= 1，…， zi) 是 几乎 处 处 可 微 的 . 和 应 地 .我 
们 说 了 在 点 * 的 邻 域内 是 几乎 处 处 可 微 的 . 用 2 表示 了 的 不 可 
微 点 组 成 的 集合 . 若 各 AG 二 1，…， mm) 在 x 处 的 偏 导数 均 存 在 ， 
则 用 J 了 f(x 表示 由 这 些 篇 导数 构成 的 mr Xn 阶 Jacobi 续 阵 . 

定 光 村 和 2 设 如 各 天 EERE=1, 2 f: KR-rR" 
是 Lipschitz 入 量 晃 数 ,i 记 


Q0FCxzoy = co lim/ f (x) [Ix 
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则 称 x" Esc 是 子 在 点 xz 处 的 人 -次 梯度 , 称 3 Yox ) 是 了 在 
点 x? 处 的 G- 次 徽 分 . 若 3°f(x) 和 尖刀, 则 称 耻 在 点 x? 处 是 G- 决 
可 能 的 . 

对 于 台阶 短 阵 各 EE R"*"*, 定义 它 的 范 数 ; 


1 Mw 二 | 了 bn 是 MM 的 第 ; 行 向 量 )”， 


并 记 Bx 蕊 R™*" 表示 开 单 位 球 . 

定理 4.6.1 设 f RR" 在 x€ R" 处 是 Lipschitz 的, f(x) 
= CF ,re, fax), 

C17 3°f(x) 己 R"** 是 非 空 紧 凸 集 . 

(2) 9°f(x) 在 x 处 是 闭 的 , 即 车 x* EE R*(R 一 1,2, 1) 一 
x, EN, zr R00), 则 Mz EE 3° fr). 

(3) 对 任意 的 E 盖 0, 存在 6 渤 0 使 得 


Diy) CDofrz) tH eB YEXEB. 


(4) 车 广 GG 二 1，…,m) 在 x 处 是 7Y, 秩 Lipschitz 的 , 则 了 从 
x 处 旦 了 = G7) 秩 Lipschitz 的 ,并 且 3%f(x) 全 
elB,,.. 

(5) Dot Cor) fx) XX fn Lx), 表达 式 右 
端 意 即 矩阵 的 第 : 行 的 元 素 属于 3 六 (rz 当 严 二 时, 97) 一 
dF x), 

证 明 (1)~ 一 (5) 都 可 由 定理 4. 5. 1 推 得 .1 

设 SCR" 是 测度 为 6 的 集合 .在 定义 4.6.1 中 选取 点 列 { } 
人 SS， 可 得 钊 田 一 个 广 卡 Jacobi 矩阵 ; 


df (tr) 一 co {limJf Cx") |r x ES NN. 
事实 上 ,可 以 证 明 33fCx) 与 3°f(x) 是 一 致 的 ， 


定理 4.6.2 设 f RR" 在 x ER" 处 是 Lipschitz 的 ; 则 对 
任意 的 4 € R" 和 任意 的 p E€ R", 有 


44.& Lipsehitz 向 看 图 数 的 G- 次 微分 + 205。 
相关 六 ?本 一 dtfixyd, 
a°ftr) p= fr) pp. 


证 明 内 定义 显然 有 837(C7) CACx), 对 任意 的 nu ER”, 作 
3a"f tr)d 的 支撑 沙 数 og 和 9348F(x}d 的 支撑 函数 ea 


oa) = lim sup lw, JJ ly + x y E01 
= lim sup {Tf Ou Oy x, y EON), 
Gotu) = lim sup{ens SOD yr y ES ND} 
一 im sup (df Ou, dy ly > x y ESNM Dy). 
再 作 晨 数 g: R'->R, 8(y) 一 人， f(y))，, 注意 We 存在 ;并 当 y 多 
Dr 时 有 we 二 JfG) Mw. 由 此 ,根据 定理 4.5.1 得 
ou) = lim sup {Ye ydly Xx, yy EO) g(x; d) 
= lim\vup (Ye OY dy > x y ES NN)= ou). 


由 定理 4. 2, 11, 即 知 定理 的 结论 成 立 . 

以 下 是 中 值 定理 和 和 链 式 法 则 ， 

定理 4.63 设 ff; R" 一 R” 是 开 抱 集 S E 说 上 的 Lipschitz 
疝 其 函数 ,x,y 万 S， 则 


fy) — flx) E coofl[x, oj] (Cy — x). 


Flr) Ecolzty — x)). 当 国 定 xy, 企 虽 r， 线段 [x; $1 与 的 区 
集 的 测度 为 0, 我 们 有 


ff = FG (ty — Cy — sde, 
因此 ,了 69) 一 f(x) € coafl[x, y)}) (yO— x). 


定理 464 设 有 R" 一 R”" 在 x R" 处 是 Lipschitz 的 ， 
g: R" 一 RR 在 htx) 处 是 Lipschitz 的 ， 和 一 gs 下, 则 了 在 xx 处 是 
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Lipscbhitz 的 ,并 上 有 

DCz) Ceolog(h(r))° hx) (4.6.1) 
骨 阁 名 在 x 处 是 严格 可 微 的 , 则 (4, 6.1) 成 为 等 式 ， 


证 明 容易 江 明 在 x 附近 是 Lipsehitz 的 , 设 对 任意 的 6 全 
0.yEYIT eB, 有 


rr;sd) < Ot /A 十 &， 


根据 定理 4. 3. 5, 我 们 有 
fy) - ffOy) = th + td) — hy)), 
其 中 Eg 和 ,EE [hCGOy), hy 十 td)]. 再 由 定理 4.6,2 可 知 有 
PEcohly, y+ dd, 
hoy id) — Rhy) = th, 
由 此 .存在 zE 0"hiy, yy 十 td] 使 得 Vp 二 如 (zd), 从 而 
Ms dd) + e, HE arg(), EE [hy), hly + td) |， 
ZE Ihly, y+ djl,y Ex ED. 【4. 6. 2) 
可 以 选择 点 列 fy RR EE (0 00), 0 
(> o0) 使 得 (4.6.2) 成 立 .显然 ,对 应 地 有 5 一 有 CY) 所 
Doglhtxr)j ,x h(x 由 (4,6.2) 得 到 
Far; dA) Ev + 上， 


由 < 的 任意 性 ,有 疡 (ri 四 所 名 izod，, 再 由 定理 4.2.11 得 知 
(4. 6. 1 成 并 . 

现 设 g 在 h(tx) 处 是 严格 可 微 的 , Dsg (htx)] = 上 ,对 任 给 的 
a 一 0, 人 悟 得 有 在 x 十 eB 上 是 7Y 秩 Lipschitz 的 . 选择 5 € (0, e)， 
则 对 任意 的 ¥Ex 十 588,88 在 y 处 是 Lipschitz 的 ,g 在 hy) 处 是 
Lipschitz 的 , 由 定理 4. 6. 1 的 C3) 选取 充分 小 的 5, 可 使 


ipschitz 问 量 画 数 的 亡 - 光 微分 " 307。 

Dog[iOD)) CC 二 十 子 殖 . (4. 6. 3) 

注意 2"g(CX)) = 1 七 }, 村 任何 向 量 d € R", 当时 ， 
有 


.i slay 十 td) phy)) 
wm BlR(y + te 让 一 有 a 


kr { 


二 是 ,出 定理 4.6.3 可 针 , 存 在 YE 20'g(5) 和 EERCp), (Cy 十 
到 ) 1, 使 得 


1' __ > 7 了 hly tid) 下 (7y) 
YA lim CF) : 


| 


联 渤 和 的 收 仑 的 于 列 E->=8 ,因为 上 在 3 处 是 币 .3g [RCy)| 。 
Jhty) 是 号 的 ,从 上 式 得 


YAO E Do 下) o dh yd. (4. 6. 4) 


由 {4.56.3) 和 (4.6.4), 对 任意 的 了 EL 十 587 医 及 / 1 人 , 按 定 
理 4.6. 1 的 (0) ,我 们 有 


VIOYY 后 本 [站 人) = JhOy) 
Et BIB) CE hy) + eB (4.6.5) 
设 对 任 伟 的 dE 站， 有 
‘ff 一 - maxt a “ht{rid 
= [lim sup Eh vd ly ,yy 如 站 
2 lim sup lt Ah (Wdly > x y EN U 02, }. 
从 (4.6. 5 和 推论 4.5.2, 我 们 有 


gog lim sup {Vi dy -> ry EDL}, 
即 


a 
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qf x; d). 


再 由 (4 6.5) 得 9 守 六 (za 故人 4.6.1) 成 为 等 式 ,1 
推论 4.6.5 设 h RR" 一 R" 在 二 拭 玉 "处 是 Lipschitz 的 ， 
:RR" 一 民 R 在 和 CX 人 灯 是 Lipschitz 的 , 则 对 任意 的 4 R" 有 


a°(g oh Cd Ceco{arg( hx)) ahtx)d!, (4.6.6) 


再 若 g 在 h(x) 处 是 连续 可 微 的 , 则 (4. 6. 介 成 为 等 式 . 
证 明 ” 设 对 任意 的 x, 3 ER, gC) 二 (2; yiD 放 一 gg 月， 
/= | ”三 ， 应 用 定理 4.6.4 得 


zo f rd = x (lg °» kh) Cryd 
= 3°(z[g °* hj]) xyd 
Ccola'(e Tg} hx) °° 3hCrYA)}. 
再 根据 定理 4. 6. 4, 上 式 为 
zag(th (x))d Ceole og hr)) » 9°h( (x) di 
一 zreo{3°g (RCX)) » 9hCr)a). 


由 z 的 任意 性 , 故 (4.6.6) 成 并 . 
若 g 在 hx) 处 是 连续 可 微 的 , 则 显然 有 


a°Cg oR) Cx DD ag(hr))* 3hCr). 


因为 台所 忆 , 上 再 由 定理 4.6.4 得 知 (4.6.6) 成 为 等 式 .上 


第 5 章 郴 数 的 切 导 数 
和 切 微 分 


在 第 3 章 和 第 4 章 , 我 们 知道 切 锥 与 次 梯度 有 着 紧密 的 联系 . 
因为 通过 与 切 锥 对 应 的 法 锥 ,可 以 相应 地 建立 函数 的 次 梯度 和 次 
微分 . 我 们 还 看 到 ,对 于 函数 而 言 , 它 的 上 图 象 的 切 锥 与 方向 导数 
的 上 图 象征 一 致 的 ,因此 ,借助 万 锥 也 是 引进 方向 导数 的 一 个 重要 

本 章 将 再 介绍 几 种 切 锥 以 及 它们 的 有 关 性 质 . 由 此 ,引进 一 般 
果 效 的 方向 导数 、 次 梯 谋 和 次 微分 概念 ,并 得 到 一 些 相应 的 结果 . 


5.1 西 集 的 切 锥 


在 $ 3.2 中 的 定义 3. 2.2, 我 们 曾 利用 指示 函数 的 次 微分 , 引 
进 了 线性 拓扑 空间 中 西 集 在 一 点 处 的 法 锥 和 切 锥 的 概念 . 现在 进 
而 给 出 在 Banach 空间 受 中 , 凸 集 3 全 静 在 点 Es 处 的 切 锥 
735(0c 和 法 锥 wsCz) 的 等 价 形式 ,并 且 讨 论 它 们 的 有 关 性 质 ， 
设 汤 " 是 沁 的 对 偶 空 间 ， 
定理 $5.1.1 设 SC 留 是 非 空 凸 代 ,x EE 5S, 则 
Tex) = cl{ UACS — x)), C5. 1. 1) 


Nr) = {x €E BN, dO YdEe T(x). 
C5. 1, 2) 


证 明 ” 记 (5.1.1? 和 (5. 1.2) 右 端的 集合 分 别 为 了 和 N. 先 证 
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(5.1.1). 设 x" 所 7 ,由 定义 1.4.6 的 (3), 则 对 任意 的 4ET 有 
‘x "9) 态 0, 从 而 对 任意 的 YE 5 及 "3 了 一) 扫 0 据 此 , 按 
定义 3.2,2 人 叫 的 (1} 知 x 和 Wi 于 是 TC N(x), 由 注 
3.2,4, 注 1.,4.3 和 注 1,4,4; 则 得 Tstx) 二 Nstx) 所 (一 
7. 反之 ; 设 d ET, 则 存在 丸 守 0, 六 ES 二 11， 2,"…), 使 得 d 
二 limAcy 一 式 ), 任 取 > EE Nelx) ,由 定义 3.2.2 的 ( 届 ),; 则 对 任 
意 的 有 《x 六 一 x 捞 0, 夫 而 人 CO 一 xX》 和 0. 令 上 一 
oo 得 (x 0) 所 0. 于 是 , 按 定 义 1.4.6 的 (3) 划 d€E Ns(x) ， 因 
此 ,再 由 注 3. 2.4 得 到 了 所 Ns(x) 二 T 了 s(x). 

为 证 (5. 1.2), 设 x" 志和 N, 由 (5.1.1) 可 知 对 任意 的 YE SS, 有 
"一 这 0, 故 按 定义 3.2.2 的 (1), 得 x" EE Nstx), 有 反之， 
设 x EE Nstx), 根据 定 久 3.2.2 的 人 (17 有 


‘xX yy 于 0 时 ES, 


由 此 , 设 4 一 limhCy ~ x) € Ts(xr)) 其 中 义 守 01 六 EE SCE 二 1， 
2,，…)，, 则 对 任意 的 天 有 《x ,一世 0, 从 而 ix",，d) 寺 0. 于 
是 ,得 到 x* E 六 .0 

注 5.1.1 (5.1.1) 和 (5.1.2)? 分 别 是 Banach 空间 中 凸 集 的 
切 锥 和 法 锥 的 等 价 形式 . 设 呈 C 多 是 开 单位 球 ,由 (5.1.1) 容 易 知 
道 @E Tslx) 等 价 于 :对 任意 的 8 汗 0, 存 在 pEd 十 eB 和 :>0 
使 得 x 十 tp ES, 它 也 等 价 于 :存在 序列 { 和 CS 和 一 全 和 和 人 
C000; 十 co) ,二 一 0 人 一 ceo) 使 得 对 任意 的 大 一 ], 2,，…,， 有 x* 
十 42 本 多 9. 此外, 它 也 等 价 于 下 式 成 立 : 


lim inf 上 zx + td') 一 0， 


上 ti 


其 di dR 2 ). 
定理 5.1.2 设 SC 光 是非 宝 同 集 , x € 5. 
《17 了 sy = Tas tx), 
(C2) Tstx) = WB (VY E intS). 


$5.1 凸 梨 的 切 锥 " 211 。 

(3) SOE Tx). 

证 明 由 (5.1.1) 直 接 可 得 证 .1 

定理 5.1.3 设 3 世 史 是 闭 凸 集 , E58, 则 Nescr) 是 闭 集 . 

证 明 ” 设 点 列 {fx} GT) Rr {XE Neri), 一 
x" 全 一 00). 根据 定义 3. 2.2 的 (2), 对 任意 的 dE 5S, 有 (x7 ,4d) 
人 得 

(x ,dr', rx) YdEs, 

x EE Nx). 

定理 $.1.4 设 5 忆 .党 是 凸 集 . 若 into 关 说 , 则 


intTyCx) 一 [NACintSs — x) YES, £5.1.3) 
下 


并 且 映 射 : x -* intT:(x} 的 贸 象 是 开 集 . 
证 明 显然 Uatints 一 x} 是 开 集 ,并 日 Malints 一 2 CC 
intTetx), 男 外 ,因为 intTyCx) 一 intCs(E 《其 中 全 5sC) 一 aS 


一 x)), 设 EE intCetx) ,可取 守 0 使 日 十 6BCCstx), 若 d 区 
dd 


St. 设 训 EintS. 下 一 XX 一 xXx， 有 一 Ta E CsCx)， 则 在 
在 4 半 D0 使 得 
1 Gd 
x + A 
A 
bp tote 下 GT ss 


从 工 式 可 得 4 万 Ts nts — x), 因而 C5. 1. 3) 成 谍 ， 
没 Eintf's(xe), 刚 存 在 某 个 入 记 0; 使 dE Xtint5 一 x")， 
时 此 存在 £ 守 0 使 得 


rx 十 jl ee 十 元 如 CC it9， 


a 
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取 xE€ x 十 5B 和 dE 四 十 该 B， 由 上 式 得 
十 AE 二 BC ints, 


从 而 Eint 斌 s(x)， 由 此 ,x 一 intTsCx) 的 图 但 是 开 集 ,中 

定理 51s 设 训 是 Hilbert 空间 , BC 入 .这 是 闭 单位 球 ， 
人 五. 

(1) 若 x EintB, 则 Tp(x) 一 .Be 

(2) 若 x EintB, 则 Ngtx) 一 (10 

证 明 由 定理 5.1.1 本 得 证 .中 

设 S 表示 集合 5 仁 沼 的 负 对 偶 集 (或 称 械 化 集 ), 即 5S = 
{x EE] YrES)( 若 $= 下 是 号 锥 ,由 定义 
1.4.6 的 43》 天 -是 天 的 负 对 偶 锥 ). 3 表示 集合 3 的 难 直 集 , 即 

Si— {x EB’' |(xr', x) =0 YrEs). 


定理 5.1.6 设 怀 民 沉 是 团 凸 锥 ,全 有 唔 , 则 Nix) 一 
天 门人， 即 妈 后 TeCx)y 当 且 仅 当 对 任意 的 产生 天 ,满足 
‘x" x) 二 上 0 使 得 (x' ,4d) 所 0. 再 若 3 忆 汤 是 闭 线性 子 空间 , 则 
Tor) = KR, Nelx)y = Ki. 

证 明 显然 有 开门 他 信人 wk 友之, 若 x"” EE NK(x)， 
根据 定义 3. 2.2 的 (1) 有 《x*， x) 一 max(x”,d)，, 因为 上 是 欠 ， 
所 以 有 x" ,x 一 0 和 {x*，d) 守 OYd€E kK). 

没 多 是 Banach 室 介 ,gq; 党 一 镀 是 绕 性 映射 ， Kery 王 
I . 沼 jp(xz) 二 01 是 pp 的 核 , 

定理 5. 1.7 设 9: 名 一 你 是 线性 映射 ,SF '(y) 忆 ' 涩 是 仿 
射 子 空间 . 若 gCx) 一 了 ; 则 T(x) 二 Kery, 

证 明 若 dE Kerp, 则 4 十 xE YG) 二 5S, 因 此 dE 
TX), 反之 ; 设 = 二 (一 X21 WESd -dedTs(x) (tk 
co) 则 dd) 二 入 POW 一) 二 妖 , 由 此 ,得 本 Kerp, 从 而 和 
Kerg. 1 


$5.1 凸 尘 的 急难 + 生 13 。 
定理 5.1.8 设 合 合 


SS 一 [ze 有 


此 = 一 《 工 ]， 机 Ts yz 一 1 小 


i=] 
T(x) = = | 0}, 
d= (dd, 1, dd,). 


C1) dE Tw (Xx) 当 且 仅 当 对 任何 i € 1(x) 有 已 之 0. 
(2) d 了 stx) 当 且 仅 当 对 任何 € Ttx) 有 已 之 0, 并 且 


证 明 (1) 由 定理 5,1.6 得 ; 当 x” = (x7 ， 7 时 ,有 


> rr; 一 > x x = 0， 
Pr 一 上 


fry 
从 而 当 ? Tx) 时 有 x 一 0 据 此 , 即 得 4 EE Tm (x》 当 且 仅 当 
0 VYz EE RR), 即 对 任何 i € T(x), 有 4d: 守 0 


i Tr 


《2) 对 任何 iE Tr), 设 d= 二 (dd,) 满足 di 宇 0; 并 昌 


S14 一 0. 若 4 一 0, 则 dE€Ts(x). 著 d 关 0, 设 4= lim Ta 


| i 
i= 本 ;天 站 


盖 0, 我 们 有 
二 Ad = M0,1 Er), 


T+ Ad x Ald| 守 0, ie), 
St ad)=1+t+0=1, 
i 一 | 


因此 ,得 到 x 十 入 人 5 ,上 d 人 Totx), 反之 ,对 任意 的 3 二 (7 
ES 和 40, 令 d= Aly 一), 则 有 


a, 一 ACy, 一 2》 = Ay; 2 0 Yi T(x) 
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和 id; 一 0. 因此 有 U4 —x) CO (dE Tn (CD | D4 一 ol. 


注意 上 后 者 是 于 的 .所 以 了 sx) 一 (qd E Tw CD | S14 一 0). [ 

定理 5.1.9 设 S, SC 党, 5, C0 1 是 指标 人 柴 ) 是 
上 是 入 .xx 所 .- 治 ， 

(1) 者 区 广 5S 所 5 则 Ts) CTsGx) 和 Ns (x) CC 
Ns (xX), 

(2) 若 汪 一 N.S, 和 T(x) = intSi), 则 x) 己 
od ‘st, 

证 明 由 定理 5.1.1 可 直接 推 得 结论 成 立 .1 

定理 5.1.10 设 S; 忆 霓 (f 二 1, …, m) 是 四 集 ,S 二 Hls,, 
YE Si 1 X= 


T= TITY), Ns(x) = INs Ce). 


证 明 显然 有 Ts 忆 全 Ts (xr), 反之, 设 中 E Ts Gx) (i 一 
1，…， 则 存在 玫 一 4h-*o2) 和 着 沁 0, 使 得 x 十 Xd € Si 
二 min 由 于 ;是 凸 的 ,我 们 有 


A A . 
| 十 a 十 Md 和 a 


x' 二 hd = | 1 一 荐 


7 一 1 


据 此 .得 旭 工 十 4 丰富 , 其 中 不 一 (二 -和 ) ,因此 证 后 工 :(e). 
回 理 .由 55. 123 可 以 推 册 第 二 全 结论 成立 ,[ 
定理 $. 1. 11 设 vw:: 各 7 是 线性 映射 ;5 艺苑 是 是 各 ,所 


Cr 


(1) Ts [PX = clpl Ts Cx)). 
(2) Nos Cx) -ys 《yg'* 是 wp 的 对 偶 算 子 )， 


On 


#5.1 凸 梨 的 切 锥 * 215-. 

证 明 因为 人 xf， 9x) = max kx’, Hd)) = maxk《g (r'), 
#2》 一 《9 Cx),，x》, 所 以 C2) 成 立 . 由 (2) 可 以 推出 01) 成立. 

推论 5.1.12 设 S), 5S, 记名 是 闭 山 集 , x'E€5,, x?E€S,, 则 


Ts sx 二 如) = cl(Ts Cx) + Ts C(x’)), 
Ns rs, (Xk 十 》 二 Ns Cx) 门 Ns Cx). 
证 明 由 定理 5.1.11 可 以 推 得 结论 成 立 , [ 
定理 5.1.13 设 S 握 另 和 并 所 甸 是 闭 止 集 ,pp 党 一 G 是 线 


性 映射 ,V 二 {x E€ 加 |p(r) € M}=SN gM). 又 设 0E 4S) 
一 MC( 即 VYV 关 2),xEV, 以 及 


Ty CC Te NN vlT wpx))), 
Nslx) + pr {Ny( pO)) CCr)， (5, 1. 4) 


若 0E€E intigtS) 一 Mi ,x EV, 则 

CD TO) = Ty(x) NN {Tl gx)) | 

(2) Nj) 一 Ne 十 他 (Na |. 

证 明 (1) 设 dETs8) 位 [Tw[PCx)1], 则 存在 点 列 
{dC dd 和 0， 
十 20) ,外 一 0, 蝶 一 0 一 co), 使 得 对 所 有 的 天 ,有 

rAd EES, Hx) RyEM. 
令 社 一 min( 不 ， 磺 ), 因为 S 和 好 是 凸 的 ,可 以 推 得 
T+ ad EN, PR)TAY EE M,k=1, 2,., 
车 六 二 J) 二 1，2,，，) 中 有 无 窍 名 个 成 并 ; 则 有 dE v(tx). 
和 否则, 作 集 什 映射 多 一 23, xXm J 
名 (CT 一 Hx) ~ AM. _ 
根据 已 知 0€ inty(S) = int(p(S) 一 M)， 由 文献 [16] 的 推论 
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3.3. 4 ,存在 6 半 0 使 得 对 任意 的 六 所 过 和 x' ES 有 


dy-ieyy CE ) < deo Cx ix 一 x 十 1) “ 


取 y 一 0 3 二 x 十 dd, 则 有 x 一 x 二 四 dl 和 
dy nO) = du Fr) + hPLd)) 
du( PDT FT AD 一 天 | 
= A — |. 
于 是 ,我 们 有 


dx 十 4 全) 过 有 nC0)! Lx 一 x 十 1] 


Dx 
< Fe — wh) al + 1). 
因为 六 一 weD (tco) ,所 以 从 上 式 知 


lim inf Es [十 hd = 0, 


hi 


由 注 5.1.1, 即 得 d € Ty(x), 
(2) 由 (1) 按 (5.1.2) 有 


NyCx) = cll NsCx) + yp° (Nu{ PCx))}). 


现在 只 槛 证 明 Ns(x) 十 8* (Nx(9x))] 是 闭 集 即 可 . 设 pi € 
Ns(x), gr 二 Naul p(xX)| i Cr 2), rtk— 0), 由 
0E inttp(s) — MM) 可 知 , 存在 723 半 0, 要 ES 和 EE 邮 , 使 得 对 任 
意 的 E 吧 有 ?一 州 7 一 民国 因此 

(人 3 一 有 一 RED》 


= A ,yO— Pp' (qt ), d)) 


$5.1 了 凸 扩 的 切 难 " 317 ， 
一 AP yy + Cg 3B) 一 《人 | 
EAP K+ Cg, PE) — rd)) 
~ Aris xT— dAlr| :rm—al <+ 0, 
根据 Banach-Steinhaus 定理 ( 见 文献 [10]P. 321 的 定理 1), {gx } 
中 存在 弱 收 敛 的 子 列 ; 不 妨 设 时 一 对 € Nx[¥CX)). 因此 ， 
pr =rn— Fp =r pg) EE Nslx), 


故 得 所 NsCx) 十 [Nu(gCx)) | 

由 定理 5. 1. 13 ,容易 推 得 以 下 三 个 推论 ， 

推论 5.1.14 设 SC 宝 是 六 西 集 ,六 腕 一 久 是 线性 映射 , 则 
对 任意 的 了 E intoSsy 和 YES 人 站 呈 CD) 有 


了 hp: le CK) 二 Ts(lx) 但 Kery, 
sn ln CX) 二 Ns (tx) 十 Ime" 4 
其 中 Kerg 是 gg 的 核 ,yy' 是 8 的 对 侦 算 子 ， 
TImo” 一 (Ce 1 ， FOXY = CP x) x TE Ss). 
推论 5.1.15 诬 5 民 小 蚌 闭 凸 入 ,xE Sp ES ,VY 二 
{x ESIp 一 一 11) 隆 名 ; 则 dE€ Ty(x) 当 且 仪 当 对 任意 的 
p* 亡 人 -满足 ‘pp'，x) 一 0, 有 pi; 中 二 0 和 (pp',d} 专 :0. 
推论 5.14.16 设 S1,， SS; 性 贸 是 团 凸 集 . 若 0E€ int(S, 一 5S,)， 


则 
sus, lx) 一 is 《十 > 门 Ts (x) YY 二 5 门 D2 


再 给 出 如 下 定理 : 


定理 5.1.17 设 S1,…, So 志 是 闭 凸 集 ,3 一 站 5.. 若 存 


在 6 > 0 使得 对 任意 的 * E 5BG 一 1，…, mw) 有 但 (S; 一 x) 了 
迎 ， 出 
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Tetr) = Ts (Cx) Yx€ES. 
1=1 ' 


证 明 由 推论 5.1. 14 和 定理 5.1.10 容易 推 得 结论 成 立 .上 


3 5.2 DDD- 切 锥 和 C- 切 锥 


现在 介绍 一 般 集 合 在 一 点 处 的 切 锥 . 

设 : 洛 是 Banach 誉 间 ,. 多 是 党 的 对 侦 空 间 , 和 集合 SC 咏 禄 ,点 
xESE0 记 Bs(x, Ee) 一 5 (十 8B) ,说 sx 表示 点 列 () 
必 让 施 于 工人 亡 访 ， 

定义 5.2.1 设 集合 5 记 泌 非 空 ,点 x 光 . 称 集合 


T(x) = 0 N,N. 六 (3 一 mo) 十 eB| C5. 2.1) 
是 集合 S 在 点 x? 处 的 相依 切 锥 ,或 DD- 切 锥 . 

注 5.2.1 设 xE 泥 , 由 (5.2.1) 不 难得 知 有 以 下 三 个 等 价 
关系 : 

(Cd E73Cx) 当日 仅 当 对 任意 的 < 盖 0 和 任意 的 盖 0， 分 
别 存 在 xEaz+sB 和 FE [0, Qi 使 得 x 十 td €€ 久 . 

(2) dE TRCx) 当 昌 仅 当 存在 序列 {4} 忆 禄 ,下 一 dd 以 及 
fi 二 (0 二 co 一 0(- eco) 使 得 对 任何 上 一 1,，2，… 有 
tn. 


dslx + td) 
下 


(3) dE 79(Cx) 当 上 且 权 当 lim inf 0, 


注 5.2.2 设 YE ' 呈 ,由 定 父 5,2.1 易 知 7T8(x) 是 闭 锥 . 并 
目 : 当 x Eins 时 有 TER) 一 海 , Tx) 一 沙 和 TECX) 一 好 

设 集合 S55 开 :党 , 各 二 ES biS 一 23，Yrrgfrz) 是 集 恒 驳 射 ， 
记 


lim inftytx' yy 一 门口 门 { yer' tsB)| ， 


FD rd EE 


Pe 2 re 


#5.2 丈 . 切 惟 和 和 三- 切 锥 。 了 | 
它 等 价 于 ;对 任 童 的 。 放 0, 存在?” 记 0 使 得 Sup du (d) < 
上 yi 
定义 5.2.2 设 集合 SCC 坟 非 空 ,点 x € 名 
《1》 集合 


Tr) = liminf 3 — x) 


TF 


dr 
TS— x)+eB (5. 2. 2) 
roD .A 0D EE Bet a 1 
AE fo, 8 


称 为 集合 5 在 点 x 处 的 Clarke 切 锥 ,或 C- 切 锥 . 
(2) 集合 


NS) = {x € Bx , A) E00, dE THCx)) 
(5. 2. 3) 


称 为 集合 S 在 点 x* 处 的 Clarke 法 锥 ,或 C- 法 锥 , 

注 5.2.3 设 x EE 珊 , 由 (5.2.2), 下 面 三 个 等 价 美 系 显然 
成 这: 

C1) 4 ETSCx) 当 且 仪 当 对 任意 的 5 半 0, 存在 a 六 0 入 
0, 使 对 任意 的 x E Bs (x, a) 和 和 伍 意 的 A4E 1410, BJ, 存在 pE€d 十 
eB 使 得 x 十 ApE5. 

(2) 4 蕊 Tselx) 当日 仅 当 对 任何 序列 {fx} 了 CS x 到 ，{t) 
E (0, 十 00), 一 0 一 oo0), 存在 序列 {4} 民 .党 ,一 qd 使 
得 对 和 任何 站 二 1, 2, …,， 有 下 十 i ES. 


C3) d € TSGx) 当 且 仅 当 lim 3 0 
as 


注 5.2.4 显然 , 当 xEints 时 有 TS(X) 一 区; 当 xE .区 时 
有 TS 二 沉 和 了 T&Gx) 一 好. 

注 5.2.5 当 5C 移 非 空 时 ,由 定理 4.4.7 和 注 5,2,3 的 (2) 
可 知 ,C- 切 锥 与 @- 切 锥 是 一 致 的 . 

定理 5.2.1 设 集 台 8C 鹏 非 窄 ,YE 有 喇 , 则 TS 是 闭 


人 
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山 集 . 
证 明 设计 ,EE 了 EY)，, 对 任何 收 化 于 4x，0) 的 序列 {x*， 
)} 入 SX (0, 十 2), 存在 序列 {而 } 志 多 收 级 于 中 ,使 得 对 任 
何 上 二 1, 2,，…， 有 二 基 十 加 看 所 SS 因为 &-xoo 时 dd 一 Xx， 由 
dT(x) 知 存 在 序列 { 释 ) 所 雪 收 钱 玫 下 ,使 得 对 任何 = 二 1， 
2，…， 有 


d; 二 + dds 二 dd) EE Sk= 1,2,.. 


从 三 十 蝶 一 生 十 形 知 三 十 归 和 5) 因此 了 5 是 财 廿 柴 .1 
注 5.2.6 这 里 定义 的 切 锥 7T9Cx) 和 了 TS5(x) 与 第 4 章 中 引进 

的 台 - 切 锥 育 如 下 天 系 : 
Tr) CC TE) CC TSCx)., 《5. 2. 4) 


当 5S 是 凸 集 时 , (5. 2.4} 的 包含 关系 成 为 等 式 . 
定理 $.2.2 设 集合 SC 各 非 室 ,x E 浪 . 若 S 是 止 集 , 则 


Tx) = THY = THx) = Tolx). (5, 2. 5} 
证 表 ”由 定理 4.4.5 和 (5.2.4), 只 和 需 证 明了 s(x) CC Tstx). 
设 4 Ee Tx), 由 (5.1. 几 有 dE dU CS 一切, 取 任 给 的 :> 


0, 则 存在 yE S 和 8 之 0, 使 得 d 一 让 (Y 一 x) € (e/2)B, 令 a 一 
(sj/2)8 ,和 EE Belxs oa AE (01 DD 和 Op= (x), 则 有 
x p= (1— Air+ WPy ES, 
tp—adl Br x+ dm Cy x YB 
A ap e/2 = &, 


国 此 , 接 定 六 5.2.2 的 (1) 得 @ EE TS(x). 定理 得 证 .0 
通过 下 面 的 例子 可 以 看 到 7S(z) 和 T3(x) 不 一 定 相 等 . 
例 5.2.1 考虑 画 数 了: 民 一 尺 , 当 工 么 0 有 时 /2z) 一 0 当 工 只 
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0 时 ixz)y 二 x. 有 取 S$S = {Cz， flr | EE R). 
若 区 二 0, 则 T(z 0 一 Try 0 = RX {0). 
若 了 一 0, 则 360,， 0) 二 (0, 0)， 


TR(0, 0) = (— RX {0 U {x', x ) |x 2 0}, 
车 x 关 0; 则 Tetzr, xz) = T(x, TI = (Cr, x | € R}. 
定理 5.2.3 设 集合 5 CC R" 非 宝 ; 则 对 任意 的 x€ 5S, 有 

TCxr) CC lim in{T? (Cx). 
证 明 由 定义 5.2.2, 有 


Ti) 二 门 mm nn [去 CS 一 x+eB| 


Er 有 可 有 0 人 如 是) AE CV, BI 


固定 < 和 a, 则 


1 ， 
Sw) 十 eB| 


Ht 让 三友 们 ， ,| 


一 计 S 一 x ) 十 eB|， 


Hitr: oy Fo dE DD | 
因为 S 是 有 限 维 的 , 故 有 


TS x + eB CT) + eB. 


AEH AE to 四 
据 此 ,由 定 儿 5.2.1 知 

TS(x) CC | UU ved os) 二 EB) 一 liminf Ts Cx) , 
于 是 结论 得 证 .中 


定理 5.2.4 设 保 合 5; 坟 名 非 空 {iET=11, 2, 站 
(1) 若 S51 生 5;; 则 对 任意 的 +E Si,， 有 了 T8(Cx) CC 了 Ts (x). 
(2) 车 5 = US， 则 


WTs, Cx) CTXY YrES. 
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苦 了 是 有 限 集 , 则 上 式 成 为 等 式 . 
(3) 着 3 一 门 S， 册 
了 3 全 NTs (x) WriE SS. 


(4 若 了 二 {1 二 US:, 则 对 性 意 的 = 二 CX， 

2 后 有 
TS 一 USC), 

证 明 ”出 定 儿 5.2.1 和 定义 5.2.2 容易 推 得 结论 .[ 

证 放电 Banach 宇 癌 ， 

定理 5.2.$ 设 介 C. 名 是 开 集 .车 映 射 8:2 一 强 是 严格 可 微 
的 ,集合 Sa, 则 对 生意 的 ES 有 

CDsgtx)}, THCX) YE TH (POX)). 

证 明 设 dE TIT8(Cxr), 根据 注 5.2.1 的 (2), 存 在 序列 {df} 已 
让 od* -> 和， 上 人 《人 十 De) + FE oO” (RR 一 ce 】 生 使 得 对 任何 站 
一 上。 2， 有 站 十 久富 亡 访 ， 由 是 严格 可 微 的 ,根据 定义 4. .3 
有 


kr rt ~ < Deplr), dd»), 
点 


从 而 pC) 十 加 一 人 二 十 8 本) EE KS), 由 比 , 得 到 《< Dsgp(x), qd) 
€ Thol¥lx)). 

注 527 特别 地 , 当 色 狗 一 吃 是 线性 喘 射 时 ,我 们 有 
pI CC Thal Hx)). 

定理 5.2.6 设 集合 5 性 : 泥 , 必 C 儿 , 若 8 是 5 的 -个 开 领 
域 到 亿 的 严 烙 可 微 映射 ， 

V = rESIH)E BI= 5 YM), 

则 


$5,2 DD- 切 惟 和 分 - 切 蛋 + 223+ 
TEOr) CTH) f Dogplx) Th x), 
证 明 由 定理 5.2.5 有 I?3(x) 性 T8(x)， 再 所 定理 5.2.6 得 
《PXT TO YET Ths (gr) CT TR PCr)). 
因此 有 T?Cr) C DspCx) TE (gx)). | 
定理 5S.2.7 这 集合 3 所 有 由 所 及 MC RR", 并 且 n 是 开 集 ， 
SS 和 是 闭 集 . 又 设 鼎 射 8:2 一 R" 是 党 格 可 微 的 ,Y= 
让 后 Sr EM SN gMD., 若 存 在 x VV, 使 得 
《Psp(xy，TSCr — TH g(r)) = R’, 
则 
Tr) 门 Dep Th pO) | TC TY x). 
证 明 作 集 值 映 射 $:R" 一 2%， zm (x)， 


， ES. 


显然 ,有 矣 0) 一 了 已 知 x EV, 则 存在 x 的 一 个 开 邻 城 UCx) 
以 及 a 0 和 及 二 0, 使 得 
do ox) EBPs) VYy EaB, VYx EY ON Ur). 
选择 你 分 小 的 &, 使 得 
| Fr) Co x) a, 
S NU) Cy (py) — zyl px’) |, 


其 中 zy) 二 (p(x) E Me 一 让 = dr), ER 


则 [eer — zl per)) | eer) — gr) |< a 
由 此 ,对 任意 的 x ES 站 Utx) 有 
co ) Bee > 一- Ny [Px!') }|= Aanl (gr! )}. 


《5. 2. 6) 
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下 面 设 dE TSCx) 门 Dsplz-ITRIRKzy) ， 则 存在 s 盖 0,3>0 使 
得 当 上 x 一 x 所 和 4 雪人 时 ,有 x 十 ESNUCx)., 从 
(5.2. 6) 我 们 有 


dv( FX! 十 入)| 
A 


1 


Tp tn {x 十 AD < 8 


< 8 SELLE) 十 A Dp), dy) 


pz 十 条) 一 x’) — AC Dglx), a)| 
十 月 . 


因为 <DspCo dyE TS[glx)] 所 以 上 式 右 端 两 式 当 4->0 时 趋 
于 0, 从 而 得 4 € 了 CCxz7， 

由 定理 5. 2.?, 容 易 推 知 以 下 三 个 推论 成 立 ， 

推论 5 .2.8 设 yw:R">R" 是 连续 严格 可 微 映 射 , MC 名 是 
闭 集 ; q(x) E M. 若 ImDsgx) 一 T&( Ylx)) 二 邮 , 则 


Dep TH PX) TS TE tm (x). 


推论 5. 2.9 设 访 1， Ss CR" 是 非 宇 闭 集 ,x 七 55 门 $;. 若 
TE Co 一 TS (x) = R", 则 


Ts CX) 门 TS Cx) C Ts us, CX). 
推论 5.2.10 设 S;CCR" 是 非 空 逆 集 二 1, mm),， x 人 


入 5, 若 对 任意 的 由,，…,d" 民有 但 (78X) 一 四 天 红 , 则 


MTEG) C Tihs) 


$5.3 万 - 切 导 导数 
从 这 一 节 开 始 ,我 们 将 利用 切 锥 来 定义 导数 和 次 微分 . 设 名 


45.4 加- 切 导 数 + 225 + 

是 Banach 空间 , ff 名 一 RU {十 吕 ) 是 正常 销 数 . 作 集 值 映 射 
六 x RR, 
[4 (Cx) 十 |:， Cr) “十 Oo} 
|g, A(x) 一 十 OO, 

定居 .434.1 设 放 :名 一 RU 1 十 ce) 是 正常 国 数 ,点 2 EE 沙 ， 
d € 党 ,Tr [x A(X)) 是 epifj 在 点 [x A(x)) 处 的 忆 - 切 
锥 . 又 设 (4, 7) € T5 [x AX") ，, 记 


f+ (x) 一 


For; dD) 二 inf 人 (de DE TH {xe, fr))}, 
(5. 3.1) 


刚 称 f(x" 的 是 遂 数 了 在 点 如 处 沿 方向 4 的 五 - 切 导数 . 

注 5.3.1 在 Taqv (x， f(x)) 中 对 每 一 给 定 的 (d.7) 构 成 的 
集合 或 为 尺 , 或 为 (7， 十 co) ,或 为 空 集 . 

由 于 六 - 切 锥 不 一 定 是 凸 的 , 故 不 用 它 来 定义 相应 的 次 梯度 . 
因为 即使 给 出 次 梯度 的 定义 ,也 得 不 到 多 少 好 的 性 质 . 下 面 研究 
万 - 切 导 数 的 一 些 性 质 

定理 5.3.1 设 产 和 其 一 民 LU 1 十 oo) 是 正常 函数 , 则 


fr?(x; d) 一 liminf St 
并 且 ,; 若 对 任意 的 8E 滨 有 ?Gx; 四 过 十 0 网 产 (x; 中 关于 ad 
是 正章 深 相 下 六 连续 有 的， z 

证 明 设 (@, 7) ET (x 了) , 则 对 任意 的 6 守 0 和 &, 
> 0, 以 及 任意 的 & 全 0, 存在 4 七 4 十 628 和 +t EE [0, aj, 使 得 


» 蕊 f+ te ) — A) + eB', 
其 中 BB 一 [一 1, 1 从 上 式 可 推 得 


+ 7 土地 ) 一 六 加 
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>= inf inf rt) 一 Go， 
ee | : 


因此 


ls 


7 > jiminf x + td') 一 fx) _g 
i 1 


Fl 


没 上 一 Liminf Lt) 一 三 ， 则 有 a 寺 Cx; 的. 


pit 


万 ”方面 ,对 任意 的 好 盖 Ga， 有 
subinf inf xt td') — fx) < M, 


a vie dd! 下 
相让 


即 对 任意 的 wa 盖 0, 5 半 0, 存在 上 <e 和 由 所 由 十 8, 使 得 
fx ed’) 一 Ke om. 


由 此 ,得 ME 入 二 ) 一 了 GD 也 就 是 说 { 研 ， a) 后 了 sr CX, 


Foxz)?)， 再 由 证 闵 5.3.1 便 知 a 二 产 (x; 中), 其余 结论 容易 
推 得 .0 

注 5.3.2 由 定理 5.3.1 可知 , 若 产 R -= 玉 在 过 所 尺 "处 可 
微 , 则 


(ti 一 《VE d). 
大 了 子 是 凸 通 数 , 则 对 任意 的 有 人 下 有 
ft ta) — fx) 


Pi 4d) 一 Jim inf| inf 
EE FE 


定理 5.3.2 设 上 :党 一 民 则 + ce 是 正常 国 数 . 若 了 在 *E 
int tdom7 了 7) 处 是 Lipschitz 的 , 刚 


fC ed) ~ fC) 


2 Yadte - 殊 ， 


fr: 4} — lim in 
Pe 


并 旦 启 Cx; Q) 有 限 . 
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证 明 由 定理 5.3.1 的 证 明 , 可 知 结论 成 立 .上 0 
定理 5.3.3 设 f 客 一 是 {十 oo) 是 正常 消 数 ,集合 5 噬 
‘人物 非 空 , 记 
fxr), rES: 
Nn = | x ¢5, 
出 
fix; DE rd) EYE) 


若 了 在 x ES 处 是 严格 可 徽 的 , 则 有 


‘DFtr), dd, 得 它 ToCr): 


(f le)? x; d) = 
ls cc， d 多 了 BCr)， 


证 明 ”由 定义 5.3.1, 易 知 结论 成 立 .[ 
定理 $5.3.4 了 届 7 罗 一 民 册 1 二 co) 是 正常 国 数 , 和音 加 三 
dom/f ,并且 对 任意 的 x 所 禄 大 CX) 夺 A(X#)， 则 


rd0 YIdEe 


证 明 由 定理 5. 3. 1 直接 可 得 .1 

以 下 为 e- 变 分 原理 . 

定理 5.3.5 说 /党 RL {+ 吕 } 是 下 半 连 续 和 有 界 的 正 
党 钞 数 , x? EE dom/, 则 对 任意 的 < 全 0 存在 和 EE dom.f，, 使得 


FE 一 站， (5. 3. 2) 
0 过 Jotxi 四 十 el vde%. (5. 3. 3) 


证 明 ”很 握 文 献 [16] 的 定理 5. 3. 1, 得 知 存在 x. € domf 满 
足 (5. 3.2), 并且 


f(xe) 一 min (/ Cx) 十 有 | 站 一 六 | |x 人 : 汐 }， 


设 dE domngrtx yy， 则 对 任意 的 了 7 盖 0 3>>0aD>D, 存在 
ts<sa 和 丰 近 8 十 和 6, 使 得 
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fx tA) — fx) 
t 


(Kd) 十 了 


再 由 文献 [16] 的 定理 5.3.1 可 得 


(xi td) 一-FCxe) 


-ed--eldl <—eldl t 


因此 有 
0 x 二 + x 十 给 十 


令 人 70, 即 得 (5. 3.3) 成 立 .0 
定理 $3.6 请 太太: 妥 一 民 岂 1 二 co) 是 正常 国 数 ,出 


PE 十 fors 0) f+ fx; d). 
证 明 由 定 浆 5- 3.1 直接 可 得 到 .0 


定理 5.3.7 没 多 是 Banach 空间 ,六 妥 一 及 U 二 =) 是正 
常 函数 ,y; 党 一 信 是 洲 格 可 微 映 射 , 关 F(X) E domf， 则 


ex :CC Dsglx), 如 >] 所 (fl) (ri d) YdE 澳 . 


证 明 由 定理 5- 2.6 可 得 到 .1 


$ 5.4 CC- 切 导 数 和 C- 切 微分 


本 节 利 用 函数 上 图 象 的 C- 切 锥 来 定义 导数 , 由 于 C- 切 锥 是 凸 
的 .因而 还 可 以 进而 引入 相应 的 次 梯度 和 次 微分 , 我们 将 看 到 , 当 
函数 满足 Lipschitz 条 件 时 ,本 节 定 义 的 导数 与 第 4 章 引进 的 恕 - 方 
向 导数 是 一 致 的 . 

设 :党 是 Banach 空间 . 

定义 5.4.1 设 玉 一 RU {十 0) 是 正常 函数 ,点 x*E 天 ， 

dE 人 ,T(x 了 A(x)) 是 epi 并 在 点 Cx， 了 f(x) 处 的 C- 切 欠 ， 
又 设 (dd 太 各 Tt， 记 


§ 5-4 C- 切 导数 各 切 - 切 逢 分 - 2329 ， 
天 (ri d) = infty| (d, 7 E To (rx, fr))}, 
C5, 4.1) 


则 称 产 (x*; 是 六 在 点 *w 处 党 时 的 上 图 闲 导 数 , 或 CC- 切 导数 ， 

定理 5.4.1 设 xE 宛若 对 任意 的 有 € 鲍 ， 产 (ri d) 站 
一 20, 则 产 tx; 的 基于 如 是正 齐 次 和 下 半 连 续 的 凸 郴 数 ， 

证 明 由 人 C- 切 锥 的 定义 和 性 质 即 可 得 到 .中 

设 客 " 是 涩 的 对 侦 空 间 . 

定 针 5.42 设 f:8 一 RU 1 二 oo) 是 正常 晴 数 ,点 *? CE 6， 
则 称 集合 


Af = It EE BI, DE dd YE 汤 | 
《5. 4. 2) 


是 了 在 点 x 处 的 C- 切 微分 ， 

注 5.4.1 若 存 在 dE€ 宫 使 得 广 (x; dd) 一 一品 ， 风 9" (Cx) 
二 邓 . 若 了 在 点 x 处 严格 可 微 ; 则 (x; d) = 《Dsf(x), d》， 
35f(x) 二 {Dsf(x))， 当 了 是 西 函 数 时 ,这 里 定义 的 C- 次 微分 与 
第 3 章 定义 的 次 微分 是 一 致 的 . 

定理 $.4.2 设 /; 多 习 R 且 实 值 清 数 ,x Einttdom 放 .着 
在 x 处 是 Lipschitz 的 , 则 

fx dad} = fx; Od). 

证 明 由 定理 4.4.14 可以 推 得 ,8 

设 x, 全 入, a 亿 民 , 记 导 (x Vx 表示 2 之 了 (XD), IT 一 
Xr fx). 

定理 5$.4.3 设 f. 留 RU 1 二 oo} 是 正常 晒 数 . 阁 x 万 
daom/ ,a& 蕊 起 ， 则 


ner; fy 一 lim sup inf Txtd)—e 
Ew 过 一旦 上 


Pe 


鱼 
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inf LE 十 地 一 < 


中 所 下 十 是 i 


A 站 tr; d}) 一 lim sup 
. ET Cr qr 
站 


证 明 取 (dad, 7 € TG (x, f(x)), 任 给 > 0, 设 (x'， 
a 二 于， ti:— 0+ tk oo),， 四 在 在 Ca ， 也 一 区 全， 有 使 得 Cr, ce) 
十 EC， | 本 ebpir ， 了 好 


at 二 tn ee Fx 十 tet). 


由 此 ,我 们 有 
由 fy 点 ky 
nf LY 二 4 二 2 <， 
Pe 


从 而 得 疡 (x; d) 所 
友之 三 (Ci 好 ) 扩 : 让 (x*, ex ¥ xX， te Ot tk oo), 则 对 
每 -一 个 各 一 1，2，…， 存在 一 个 EL < 1 ,使 得 


lim sup inf Hx Tid) a 过 十 1 
Cy a dd Fe 天 

从 上 式 有 

点 f 加 

inf A 二 ted") 2 < 十 二 ， 
Eafe EL 不 
故 对 每 一 &, 存 作 4 忆 4d 十 &B 使 得 
I td) mo 3. 
ti 上 


i | © : i — 
由 此 ,定义 加 二 max 17 Tt 


— n(n) , 故 


{上 二 1]， 之 … 有 六 


at Fen 2 Fr 二 fd ), = ,2 


由 定义 5.2.2 知 (4d, 7) EE Toir, Cry f(x)), 再 据 定 义 5.4.1 便 知 


On i 


85.5 儒 - 基 导数 ,231 。 
结论 成 并 ,8 
推论 5.4.4 设 让 关 -= 请 (i {十 0) 是 正常 因数 . 苦 * 所 
domf 刚 2570x) := 好 当 且 侵 当 产 (Ce 和 ) 一 oo 否则 .有 


一 人 
和 
CE 一 Sub Er EA FOr). 


证 明 由 定义 5.4.1, 定 多 5.4.23 和 和 定理 5.4,3 可 得 到 .中 


S$5.5 百 - 切 导数 


这 : - 节 , 通 过 $4.4 中 的 她 - 切 稚 来 引进 另 一 种 切 导数 , 它 与 
(- 切 导数 有 着 紧密 的 联系 .在 85.6 中 和 将 再 进一步 讨论 C- 切 导数 
的 有 关 问 题 . 

定义 5.5.1 设 了 .光一 及 RU 十 ce) 是 实 值 本 数 ,点 加 E :5 汉 ， 
dE 是 epi 六 在 点 (x，fACx") 处 的 下 -急难 . 
称 


firs dy) 一 in 要 HE 1) E TH (xee Fx (5.5.1) 


是 区 数 ff 在 点 x 处 洪 方 向 疏 的 如 - 切 导 数 , 阁 ;三 十 人 
硬 称 产检 点 x? 处 关于 本 是 有 限 下 -可 切 导 的 . 设 工 所 :生生 明 数 
Xx; 4) 关于 4d 是 正常 的 ( 即 企 在 4 使 
得 六 (ts 四 ) 过 十 ， 则 称 下 在 点 x 处 关于 4 是 正 第 1 可 切 
导 的 . 

注 5.5.] 最 然 ,. 若 /在 x€ . 闸 相 是 Lipschitz 的 ', 则 地 在 = 
处 英才 什 章 的 和 苇 .是 正常 二 - 可 切 导 的 . 若 d Edom/" x; *，)， 
则 六 在 x 好 关 于 dd 是 有 限 吾 -可 切 导 的 . 

注 5.5.2. 没 xE .由 定义 5.3.1、 定 关 5.4.1 和 和 定 尖 
5,5.1, 洒 扒 知 有 
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六 
定理 5.5.1 设 了 党- 一 RU I++ so) 是 实 值 函 数 ,xE dem 
若 x) 十 coco。 出 
fH(r; d) 一 lim supb 二 二 一 4 


hE | 
et 


证 明 设 (4d, 9) EE Tor (x，fCx)), 根据 定义 4.4.3, 存 在 
< 有 


(Gx, FR)) + Baa) MN {epifi 十 工人 十 Exaj| 
CT epif, t (DO, EY, (5. J 27 
设 (x' ,yx dd 从 上 式 得 a 十 1 守卫 (x 十 i)， 即 
1 由 3 一 
Fix 二 ) 一 全 之 


因此 ,由 55.5.12? 有 (xy 9 扫 了 
反之 , 设 了 ITC; qd) 太 7; 由 定义 5.5.1 可 知 ; 对 所 有 的 (x,， a) 
yx da, 1t-*0+, 有 


这 说 明 丰 在 8 半 0 使 得 (5.5.2) 成 立 , 于 是 (Cd, 7) € 了 piy (x， 
Fxy). 

定理 $.5.2 设 / 史 一 RU 1{+o2}) 是 正常 函数 .者 下 面 5 个 
条 件 之 - -成 立 , 则 对 任意 的 下 所 名， 在 x 处 关于 dd 是 腿 玉 -可 

(1) 了 三 x 处 是 Lipschitz 的 . 

(2) /二 Bow, (x) ,并且 epif .在 x 处 存在 超 切 向 量 . 

(3) 了 上 是 西善 数 , 并 且 在 某 点 (不 必 是 x) 的 邻 域 有 界 ， 

C4) 了 关于 由 某 个 内 部 非 空 的 财 止 锥 六 € 县 确定 的 侦 序 是 
非 减 函数 ( 即 由 x 一 x 七天 ,有 了 (x) 所 f(x)). 


$5.5 于- 切 导 数 * 233+ 
(5) : 池 二 R", 了 在 x 的 一 个 分 域内 是 上 半 连 续 的 ,并 量 
9 (XxX) 大 入， 
证 明 ” (1)(2) 由 年 理 5.5.1 即 可 得 到 . 
(3) 记忆 一 splip 六 . 设 上 在 x 十 经 的 某 个 邻 域 芝 内 有 界 , 则 对 
某 个 所 全 0 存在 2E (1, 十 ce) 有 


Lee <8 一 1 Yx EU. 
因此 ,有 (， a) 使 得 (x, A 十 (dX) EintC， 基 中心 一 
2 一 六. 沁 B 一 Bs xX Bx, 可 以 选择 8 > 0, 使 得 


(x, fry} + 6B|+ tl(d, oa) + 6B)CC. 


已 各 了 是 同 的 ,容易 验证 C 也 是 是 的. 由 上 式 知 对 任意 的 € (0， 
tr 人 人 E flx) 二 8Bn, 有 r'， 
a 十 Br 使 得 fx) 所 rv 和 f(x' 十 tod') 壕 7" 成 立 , 并 且 有 


二 


x 十 1x 二 1 ), 十 Cx 二 to )， 


了 


ren + ed') < 一 到 | Ar ) 十 Ef + td') 


£ 


世 |1 一 地 


| +E Tar Sr + 
站 
据 此 ,得 到 
lx, fF) + SBINC+ Gd, @ +6B]CC 
YtECO, to), 


故 有 (d，a) E TW {x, f(x)). 由 定理 5.5.1; 即 知人 (xs d) 
存在 . 

(4) 从 已 知 可 设 一 d € int 天 使 得 一 和 十 略 葡 天 (其 中 < 人 > 
0). 于 是 ,对 一 pE 一 4d 十 eB 和 :>0 有 一 tp 下, 因为 关于 
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天 是 韭 减 的 , 故 对 任意 的 yy 由 3 一 (十 ip} EK 有 y+1p) 守 
A(y)， 从 调 得 


fy + tp) -~ fly) 


上 


因此 , 当 y 一 x, 一 和 和 0t 时 ,上 式 有 界 , 也 即 fr; on 一 
十 rx. 

(5 由 50 关 当 ,人 仿 五 = 但 Fe 有 二 十 局 让 从 推论 
5,4.4 敌 jintD 类 2. 因为 : 洲 是 有 限 维 的 ,并 月 Cx; 四 在 int 万 
内 是 有 界 的 ,利用 推论 4.5.11, 即 得 (da 7) E int(epi/ (Cx; 4d)) 一 
int7 了 5 [xs fon) = TH (x, fr)}. 0 


0, 


35-6 在于 关系 


现在 继续 讨论 C- 团 导数 和 CC- 切 微分 的 性 质 ,也 讨论 与 六- 切 
导数 有 有关 的 性 原 . 
设 . 务 是 Banach 裤 间 , 沙 ' 是 . 必 的 对 侦 空 间 ,YU 
domf tx; -= (dE Bf + 0)， 


domi" (tx: +*}= ‘d CE cx 


定理 $.6.1 设 /. 加 一 RRU 1 二 品 } 是 正常 丙 数 ,x EE domj， 
de .53. /在 x 处 关 王 4 是 正常 从- 可 切 导 的 . 

{lint dom f(x; * ) = domf (x; 。)， 

(2) fF Crs d) = lim inff” (x a) {Vd € domf' (x « )). 

(3) 产 在 xy dd Eintdomf x; ，)) 处 是 上 半 连 续 
的 . 

C4) 产 闫 于 在 dd Eintdomp xz ;处 是 连续 的 . 

(5) 荐 domyOr，* 一 则 3 (一 让 (xX) 一 一 9 f(x). 

证 明 (0} 设 d 一 domf"(x; ，), 由 注 5.5.2 有 六 (x!1 中) 


#5. 普 干 其 系 + 235 。 
fx 所 以 dE int domltzi ，)j. 反之, 设 d Ee 
mt dom az = )， 根据 定义 5.5.] 有 

(十 和 十 Fi yd', de 2. 
(5. 6.1) 
于 是 , 疗 在 2 六 0 村 于 Edomjf?Cr; } 有 Ad 一 A’' EE dom/ (Cx; 
*)， 由 5, 6. 1) 得 
fx dA rs dt fx d-- Ad'), (5.68.2) 
Ed Ee domi tx: *» ), 
(2) 据 (5. 6. 1) 容 易 知 道 , 产 (ar 。) 的 上 图 象 在 f(r; 。) 的 
上 上 图 象 中 稿 密 ,因此 有 
lim inf f(x; da) fr; a). 
| 
再 由 定理 5.4.1 知 产 (x; qd) 关于 4d 是 下 半 连 续 的 , 放 上 式 为 等 式 . 
{3) 己 知 d EE int domF(r;y 一 dom 六 (x; 7， 看 
(5.6.2) 中 今生 0 得 f(r; 一 Ar 由 于 domFtr，。) 
是 开 集 .由 定理 5.5.1 可 以 椎 得 /汉江 -+ Rx) 一 f(x; 
dd) 在 (x,， 4) 处 是 上 兴 连 续 的 . 
(4) 由 (3} 和 和 定 捏 5.4.1 可 得 . 
(5) 根据 (2) ,我 们 有 
Hz = 人 人 过 (Cr 人) Yd Ee .8), 
让 已 知 domArzr ，) 二 , 沙 , 具 要 证 明 对 任意 的 x EE .: 放 有 
了 一 《一 
令 a 一 了 (x 一 中 ,对 任 给 定 的 e 守 0, 存在 as, 有 和 ?> 0, 使 得 
对 任意 的 YEdomf 站 (raBaj),fE (00, 让 和 pp Ed 二 7B;, 有 


fy +itp)— fy) Laie 


取 ar E00 ECB 和 EE (0;, 8) ,使 得 a 十 BP{ jd 


leh we end iiLa 全 一， Pu FP Mt 
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十 所 a, 则 对 任意 的 x Edomf 门人 十 wo， 和 7) 十 
a Br, 满足 4 宇 一 f(x),1€ (0,P) 和 和 pEd 十 WwBs, 有 


一 /CY ttp) 一 A < 人 一 Ac tp) 


er op a 二 &， 


注意 了 Edomf 人 门 {x 十 aB), 则 得 (一 让 ?了 x; 中 祝 (xr; dd). 
在 上 式 中 交换 了 和 一 上 芭 可 推出 结论 .0 

定理 5.6.2 设 六 六 一 展 册 (+ co) 是 实 值 画 数 , 六 捷 
domf. 又 设 玉民 嘱 是 闭 凸 锥 ,并 且 对 任意 的 x 所 宝 和 任意 的 
忆 下 ,有 rr 十 和 (xr). 

(1) 对 任意 的 dE 天 ,有关 (人 过 0 和 BFaz) 志 天 ， 

C2) 若 jint 开 天 人 , 则 对 任意 的 呈 Eint 控 有关 人 3 dd) 过. 

证 明 (1) 任 给 se 守 0 和 有 有 沁 0, 对 任意 的 YE 十 5B ,2€ 
FOr') 十 Ex， 满足 aa 之 COx)， te Da 和 可 所 天， 我 们 有 

Fr 十 地) 一 a -一 zx 十 雪 ) — f(x) 0 
t Tm 1 —~ 日 

因此 产 (xzy q) 过 0. 再 由 定 交 5.4.2, 可 得 at) 忆 天 ， 

(2) 因为 dE jint 天 ,所 以 存在 人 >0, 使 得 dd 十 88 这 intK. 据 
此 ,对 往 意 的 E 0 0， tx 十 &B， a ri CO, a)， 
以 及 dd Ed iB. 有 

fxtid) eo fxt td ) fx) 
t t ” 

根据 定理 3.5.1. 即 得 请 (xzoy Gd) 扫 0， 1 

定理 5.6.3 设 和 集合 SC 过 非 宝 , x 人 E€ 访 . 

(1) 若 x” EE 名 ' 合 得 (x' ,xX*) 一 max tx" :xX),， 则 x* 二 
Ns (x). 


$5-6 若干 关系 - 3237 - 

(2) 若 胸 是 Hilbert 空间 ,yy EclS, rE wsty) ( 即 | xz 一 
了 站 一 min|y— x |), 则 yo—x€E Nex). 

证 明 (1) 作 孙 数 .和 一 R,， f(x) 二 (一 x* ,x), 因为 让 在 
S 上 的 x" 处 达到 极 小 值 ,根据 定理 5. 3.2 和 推论 4. 4. 4, 得 知 和 E 
Qf lo CC x + NSC), 

《2) 作 函 数 党 一 R， f(x) 一 上 x 一 y 上 .由 于 ff 在 S$ 上 的 
x 处 达到 极 小 值 ,我 们 有 

OE as CC Wr) + NS Cr) 


一 x 二 NNS(x)， 
因此 yy》 一 xE€ NSCr)，[ 

定理 5.6-4 设 f/ 洛 阅 尺 U {二 2} 是 上 六 连续 的 正常 函 
数 ,c EER,x EH {rE 各 |f(x) 之 ec) 使 得 fx") 一 i 

(DTB YT {EB dO 0). 

(2) 着 存 在 4d € 旬 使 得 产 (x*; ) 之 0. 则 EE 滨 | 让 x" 
dd) OT Th ez， 

证 明 (1) 设 和 E To 则 存在 序列 {4 }, 让 一 4d 和 
{f+ (一 00), 使 得 如 十 5 和 五 CF ce) 对 任何 上 = 1， 
2，… 成 立 . 由 此 ,我 们 有 Fa 十 二 ) 委 c 人 一 1，2，…)， 朴 

fx 十 0) — f(x’) < 


0， 


而 0 
(2) 设 a = 二 一 六 Co; ,a 六 0, 则 对 任意 的 <€ (0, a), 有 
a 记 0, 8 于 0, 使 对 任意 的 xEx 十 eB 和 +t E (0. 8), 存在 4 E€ 
好 十 有 如, 使 得 
fr 和 +t 一 a 十 6) 
因此 ,对 任 竟 的 xE Bar ox 20) 和 tt EE (0, 8)， 存在 dd 十 eB 
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使 得 /xr 十 tz) 之 这 即 x 十 HE HO 故 d € T(x). 
设 下 E 党 满 是 产 人 有 天 0 对 4E (0,1), 令 山 二 (一 Ad 
十 4 本, 因为 tr; dd) 关于 dd 是 出 的 ; 故 庆 (x; 出) 0. 由 此 ,我 
们 和 古 :二 了 x), 令 A 得 dE er. CX }. 0 
定理 5.6.5 设 癌 是 明 数 8g:R" 一 R" 蚌 可 微 的 , :KR” 一 RU 
i 十 =} 是 下 半 连 续 的 正常 阔 数 , x E g (dem 六. 若 
TImygtx) ~ dom[ fF (gr); | = R", 
峙 对 任意 的 可 后 KR" 有 
[中 ( 和 1 Jgtx)d) 站 (fg) Lx; ) 
和 
A CRICX)Y CC 人 RE ) 
证 明 ”由 推论 5. 2.8 可 推 得 .0 
定理 56 在 设 7 8 一 及 是 eo) 是 于 六 这 续 的 正常 国 
. 信 工 庆 是 闭 集 . 若 x*ESNMN domf, dom Cr ，) 一 人 (ET)》 一 
则 对 生意 的 dE Sr ,有 Co) Ci 过 x; qd) 机 


党 到 


at CaF) + Ns(r). 


证 明 根据 定理 5,2.7 可 以 推 得 .1 
没 是 Banach 宇 间 . 
定理 5.6.7 设 #: 洲 XX 名 一 RU 1 十 品 }) 是 正常 网 数 /他 


fy =inf{g(tx, $1r € BB}. 
若 rvE : 治 使 得 gx, 二 了 (9)，, 则 对 任意 的 pE 2 有 


fy dy Einf fg? lr,, yd, p)|d € 8}. 


证 明 设 dEE ,pp &€ 儿 , 对 任 给 的 8 之 0 和 20, 当 € 
+ EBs, pp 七 p+ eB 和 +t 所 下 BB) 时 ,有 


355 兰 下 闫 系 * 33 和 - 


据 此 ,得 到 

ys Pp) Sgr yd pp}, Vd, pyE WX LE, 
因而 续 论 域 江 .中 

注 和 81 者 1(y) =— sup {g(x, yjx EE .区 ), 则 有 


yy DE suplg (ryt ps d. pld € SL}. 


定理 5.6.8 没 六 :和 -下 门 { 一 1，…， 1) 是 下 半 
连续 的 正常 图 数 . /tx) 一 ef (ze)17 一 1， 以 .又 设 


xX" Mint dom /i, {x') = {i = 11, mf ry) 一 fxr), 
共 对 任何 EE Vx) 和 任何 EE: 洛 存在 d, 使 得 d -EE 
dom fi Cr 。), 则 对 任意 的 dE 当 有 (rx; 4 和 扫 max 让 (x 

rE Tx) 
dd). 并 HH 


Fr Ce UD of ). 


iE tn) 


证 明 己基 x 蕊 fint dom/f;, 当 i EJx), ， 则 【xc fir")) 

E inttepif,). 因此 切 锥 了 5 [ 式 、f(x*)) 二 =: 滨 XR. 青 由 已 没 .对 

也 有 上 的 一 1 pe， 浊 。 存在 4d 和合 得 2 一 上 € dormnfi (ir; *，)， 而 | 对 
企 章 因 ( 丰 , NE 治 XX RE 二 1,……, 网 ) 存在 (d，, 4) 使 得 
Cd -和 A -- ) 和 拓 rt， f/x")| ,Oy 


其 中 名 一 max iA 一 扑 ) 十 罗 }, 根据 推论 5.2.10， 因为 


HE tm ) 


epi/ = fepif, , 所 以 有 
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A Ti (Es, Fr') ) 


= NT {r, fod) EC TS fx)), 
于 是 得 知 结论 成 立 . [ 
推论 5.6.9 设 f:R" 一 RU {十 co}G 1, mr) 是 下 灶 
连续 的 正常 孙 数 . 若 GG 二 1 ， mm) 在 x EE R" 处 是 Lipsehitz 
的 ,; 则 对 任意 的 Ee R* 有 
Ax; de max F(x; a), 


i , 下 因 


aftx) Cio 昌 af cr). 


rE 


证 明 由 定理 5.6.8 可 推 得 .0 
定理 5.6.10 设 f, 8g: 才 习 RU {十 00} 是 正常 明 数 ,x 七 


domf 站 domg. 阁 g 在 x* 处 是 正常 晶 - 可 切 导 的 ,并 且 4d EE 
dom 产 (rr se 门 domgegz se) 天 铅 ， 则 
fia) x dE rd) a C(x; d), 
orf +t ex Ca r+ ae). 
证 明 ”对 任意 的 dE dom 产 (x; ，) 门 doma rr 。), 有 
(fie (xd d) + ge (xid), (5.6.3) 


设 玫 亡 domF(x; 门 domgctxzy 和 4E (0,1), 由 定理 
5.6.1 有 domag” (Cx; =) = int domFrtx; ，), 所 以 


(1 DEM E domf (xr; » NN domg’ (xr; »). 
依据 (5. 6, 3) ,得 到 
(f+ gy lx DG 十 和 | 
过 人 一 人 Fri 十 AGE 十 BC (i Vd aAd). 


#5.6 车 干 闫 系 * 241 + 
另外 ,由 (5. 6. 1) 可 得 
ga’ [rr (1 -A ME — Verlr; d) + ig (x; d). 


在 以 上 两 式 中 令 20, 由 (5.6.3) 得 第 1 个 结论 ,再 由 推论 5.4. 4 
得 第 2 个 结论 .中 

最 后 ,给 出 有 关 复 合 映 射 的 定理 如 下 ， 

定理 5.6.11 设 映射 六 党 一 史 是 严格 可 微 的 ,有 :5 腕 一 玉 | 
{十 co 是 正常 困 数 ,三 = 有 (KE 一 尺 U1 十 co 并且 e 在 
g(x) 姓 是 有 限 的 且 具 有 有 限 豆 - 切 导数 , 车 

dem int {d € Ble (HK) d) < oo 六 
吉 

A Fr) CC Dplr} org{ gr)). 

再 车 g 在 x 处 居 正 则 的 , 则 上 式 成 为 等 式 . 

征明 设 3 了 一 wx)，, 作 贞 负 上 区 X 光 太一 RU {二 oo01}， 
Fx Ys y' = fr’), 
十 oc， 其他， 


令 玉 二 广 十 fi, 其 中 六 是 多 图 象 的 指示 国 数 ， 二 
20 ) 一 Peerzr)y ec 一 graphg. 我 们 证 明 下 面 的 结论 成 立 : 


(xX', y') = | 


Fx;d), p= Fd); 


h' (x, yi ad, ) 一 | 
"7 ? 十 co， 其 地 . 


事实 上 ,有 
FE ys 三， pp 


、 ,her Fi, y+itp 一 去 
i Fd i 
jr" Pp 


其 中 在 -站 yy) 一 站 y mr' )}, 并 且 
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f(x tid), pe 7, 


htx ttd ,ytp') -| 
十 co ， 其 他 . 
因为 8 在 上 处 是 严格 可 微 的 ,我 们 有 
lim sup 2 二 一 一 Fid). 


{+e = /xr; d), 


lim sup In 
中 二 


并 且 当 pp 关 FCd) 时 有 六 (tx, yj dp) 一 十 cc. 由 定义 5.4,2 推 知 
AACxs y) = {Cx yh x, yd, p) (x, d) 
二 (yp YdE€E HB, YYpE WY) 
= {x pF a) (x, d) 
十 《9 Fld) Yde .2 
= {yO FG PCxtF' Cy), d> VE RB) 
= {Cx yx 十 下 ED) 
因此 得 
afr) = {x Cx, 0) € 9h (Cx, y)1. (5. 6.4) 


从 vw 是 严格 可 微 的 ,我 们 有 TECx, 7) 一 TE8(x, 7) 一 graphy, 玫 让 
在 (xz ， 她 处 是 正则 的 ,并 且 有 


万 (Yi d, Pp) 一 二 oo， 其 他 ， 
3 人们 一 NE 站 一 人， 一 一 下 ) } 


(5, 6. 5) 


5.6 若干 关系 :243。 
显然 , 疡 在 人 zy y) 处 是 有 限 正常 豆 - 可 切 导 的 ,从 而 有 
fx, yd, p) = ey; p), 
a f(x y= (0, yy €E ag(y)}. (5. 6. 6) 
由 已 知 得 
dom 方 (zy 0) ff domfs lx, y; *，, *) 
一 {{a, FOd)) | PE) € int (plg Cys p) <+ co， 
利用 定理 5.6.9 有 
hx FY Cor fx y} TT or flr, y). 


根据 (5.6.57)、(5.6.6)、(5.6, 4) 和 上 式 即 可 得 到 结论 . 再 若 g 在 
x 处 是 正则 的 ,从 上 式 不 难 推出 结论 对 等 式 情形 成 立 .1 


第 6 章 锥 凸 集 值 映射 的 
锥 次 微分 


从 这 .- 章 开始 ,我 们 人 赋 完 集 值 映射 的 微分 问题 . 集 值 映射 的 次 
微分 是 现代 非 光 滑 分 析 理 论 的 重要 组 成 部 分 . 

本 章 考虑 在 由 尖 团 西 锥 确定 依 序 的 局 部 凸 线 性 拓扑 空间 ,对 
锥 凸 集 值 映射 引进 它 的 锥 次 微分 和 锥 弱 次 微分 概念 . 我 们 指出 ,本 
章 和 下 一 章 介 绍 的 关于 集 值 映射 的 次 微分 都 蚌 在 有 效 性 意义 下 给 
出 的 . 可 以 看 到 ,这 些 次 微分 仍然 具有 一 系列 重要 性 质 . 在 本 章 最 
后 ,定义 了 集 值 喘 射 的 锥 方向 导数 和 锥 弱 方 向 导 煞 . 


3 6.1 猴 次 微分 和 锥 纶 次 微分 


设 受 和 多 是 局 部 凸 线性 拓 补 空间 , 孚 和 名 分别 是 :经 
和 党 的 对 倡 空 间 , ‘x*" ， 2 表示 : 受 中 连续 线性 证 国 忆 在 二 后 - 
处 的 值 ,<y",， 3) 表示 连续 线性 滩 阔 y' 在 yE 多 好 的 值 . 除 特别 说 
明 外 ,以 下 均 设 天 忆 汤 是 尖 闭 凸 纵 ,多 中 的 序 由 天 确定. 设 *E 
r(x) 是 集 值 映射 . 

先 引 进 集 秆 映射 的 锥 西 性 , 它 是 晒 数 凸 性 的 推广 . 

定 多 6.1.1 设 3C. 吕 是非 空 凸 集 , 集 全 XCC 信 (x 
5S) 一 27 x (x) 居 集 值 映射 ,intiK 天 Fi. 

C1) 若 对 任意 的 4€ (0, 1} 有 


MK) C1 Oo ox) 
Co 二 dr kK Vr, rE€EsS, 《6. 1. 1) 
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山 称 多 是 3 上 的 天 - 凸 全 值 聊 射 , 或 多 在 汪 上 是 下 -如 的 .在 
(6. 1. 1) 中 令 刀 一 如 和 天王 < 则 称 区 在 点 关 处 (相对 于 S) 是 天 - 
由 的 . 
(2) 若 对 任意 的 4E (0, 1) 有 
pr — AP) 
Char intk Yax, x ES, (6. 1. 2) 


则 称 光 是 3 上 的 六- 严格 上 西 集 值 映 射 , 或 多 在 集合 5 上 是 关 - 严 格 
凸 的 .在 (6.1,2}) 中 令 x! 二 训 和 妆 二 x 则 称 在 点 x* 处 (相对 于 
3) 是 天- 严 烙 目的. 
注 6.1.1 在 定义 6.1.1 的 (1)? 中 , 当 集 值 映 射 退化 为 实 值 函 
直面 介绍 集合 的 锥 有 效 性 ， 
定 尺 6.1.2 设 集合 YC 多 非 空 ,intK 去 2. 
01) 设 了 EY 了 , 若 不 存在 3 亡 了 使 得 
y—y EK\{0}, 
则 称 y 是 集合 Y 的 下 -有 就 点 .了 的 所 有 下 -有 效 点 组 成 的 集合 记 作 
FY, K). 
(2) 设 3 了 EY 了 ,车 不 存在 了 人 EY 使 得 
3 也 intk, 
刚 称 y 是 集 人 省 的 下 -器 有 效 点 ,了 的 所 有 下- 弱 有 效 点 组 成 的 集合 
记 作 .CY ,KK). 
由 定义 6.1.2, 显 然 有 
(YY 下) 全 学 (YY， 乓 )， {6.1.3) 
F 而 给 出 集 值 映 射 的 锥 次 微分 和 锥 弱 次 微分 概念 . 
定义 6.1.3 设 集 合 SCC 党 和 (x)C 久 (x 5) 韭 空 ,$5 
~ 97， xm Cx) 是 集 值 映 射 , 点 襄 全 Sy Wx), 并且 x' 万 
.int 关 信 , 结 定 向量 pp intKk. 
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(1) 车 不 存在 yy E ULyCe) 一 《x* ,x)pj] 使 得 

入 一 人 
则 称 x" 是 集 值 负 射 多 在 点 (加 ) 处 关于 疝 量 只 的 天 -次 梯度 ， 贞 
在 Cx， yy} 处 关于 p 的 所 有 下 -次 梯度 组 成 的 集合 称 为 正在 点 
Kx 了) 外 关于 上 的 天 -次 向 分 ; 记 作 35Cx， yp. 若 9307 y), 
关 名 ,四 称 光 在 点 tx， 加) 处 关于 下 是 天 -次 可 投 的 , 若 集 合 
昌明 (和 一 人 
《6. 1. 4) 

则 称 集 值 映射 在 点 xw* 处 基于 向 量 疡 是 天 -次 可 徽 的 ,这 时 称 集 
合 3V(r") 是 歼 在 点 x 处 关于 pp 的 尺 - 决 微分 . 

(2) 若 不 存在 ? EU Iy(x) 一 《x"，x)p |] 使 得 


yx Oy Eintk, 


则 称 x' 是 集 值 映射 #$ 在 点 C(x"， 六) 处 关于 向 三 的 玉 - 顽 次 实 度 ， 
在 Cx ， 如) 处 基于 天 的 所 有 天- 弱 钦 梯 度 组 成 的 集合 称 为 多 在 点 
Cx 外 关于 pp 的 天- 弱 次 报 分 . 记 作 3560x 六)),， 荐 9 CX"， 
1 天 列 , 则 称 交 在 点 (xz y) 处 关于 pp 是 下- 有 弱 次 可 和 投 的 ,着 集 
I x EE dp, yy E BD) IE TE, 

(6.1.5) 

则 称 集 值 映 射 风 在 点 zi 处 关于 向 量 p 是 闵 - 脆 次 可 概 章 ,这 时 称 
台 人 人) 是 在 点 如 处 关于 下 的 天 - 蚤 次 技 分 . 
按 定 义 人 1.2 和 定 祥 6.1.3, 则 有 


3 pr ye x € Ny (rx)p 


ES UID — Cr, rp] K|), C6.1.6) 
荆 护 扣 2 


$$ 6.1 稚 次 微 从 和 锥 暗 次 微分 *。247 * 


up x y), = {x ER x rp 


€ .| ta) — {xk*",， x)p |j， K| | 


{6.1. 7» 
由 定义 6.1.3, 显 然 有 
OEN, FO CC POE, Fp 
0 BF), CT opr),. (6. 1. 8) 


注 6.1.2 在 定义 6.1.3 的 人 1) 中 , 当 集 值 喘 射 退化 为 实 值 函 
数 风 一， 5S 一 尺 , 并 且 天 一 丸和 声 一 1 时 ,有 


县 


fOr) ~ x's x Go UWL) — Cr, x)], R 


按 定义 6.1.2 的 (1), 即 不 存在 x EE 5， 使 得 
FF) x x RD) ,XI), 
或 即 
(x x) fr) YXxES, 

由 此 可 见 , 这 时 了 在 点 x* 相关 于 = 二 1 的 RR: 一 次 微分 , 即 是 第 3 
章 中 关于 同 函 数 的 次 微分 . 因此 ,定义 6.1.3 是 廿 隔 数 的 次 梯度 和 
次 微分 的 -一 种 推广 ， 

关于 锥 次 微分 和 锥 弱 次 微分 ,有 以 下 基本 结果 ， 

定理 6.1.1 设 集 侣 SC 己 委 非 空 ,% 3 一 27 是 集 值 映射 ,r 
ES EE Wry, HE intk. 

(17 苦 x' Eagar yyE SI K); 若 x E dg (x, 
yy E SB?, RK), 

(2) 车 3Wfr) 了 全 ; 则 @1Wx) ,开关 名 ;其 07), 关 久 ， 
网 x) KZ 好. 

(3) 车 EBX), 玉 )， 则 3 Vex 一 让 若 y 医 


pt dh ri -| 
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EF, (PX), K| :MW .wx, y); 一 六 . 
证 明 (1) 反之 ,和 慨 设 yy 区 ZIV(x)， 不 ) ,由 定义 6.1.2 可 知 存 
在 关 六 所 $8tx) ,使 得 了 一 六 KK\40); 由 此 有 


yo x rp (yO x, KAP) GE 并 AD 


根据 定义 5.1.3 的 避 ) 得 知 x” 如 30%0r，y)， 导致 子 盾 . 类 伏地 可 
证 第 2 个 结论 . 

C2) 和 和 (3) 的 第 1 个 结论 由 (1) 的 第 1 个 结论 可 推 得 ,第 2 个 结 
论 由 (1 的 第 2 个 结论 可 推 得 .0 

定理 6.1.2 设 集 合 5C. 宫 非 空 ,yj$; S 一 2” 是 集 值 映射 ,x 
ES yEHA, PE intKRK, dO0, 

(1) 若 x" Eager, yp Wx EE ORCx, Fsp. 

(2) 车 x" EE 9dr yx" /BE dK, y)sp. 

证 明 由 定义 5.1.3 不 难 推 得 .0 

定理 6.1.3 设 集 合 S$C 池 非 室 ,x E SVE rx), PE 
intK. 

01) 0E 93glx, y), 当 且 仅 当 y E 2( U(x), 玉 ]. 

(2) 0€ 3%Gx， ys 当 旧 仅 当 y € 2% Uy), K). 

证 明 由 定义 6. 1,2 容易 推 得 .0 

定理 6.1.4 设 集 和 台 3 忆 .有 非 室 ,%: S$ 一 2” 是 集 值 映 射 ， 
gr 着 (Yx' EES). 若 小 在 3S 上 是 尺 -严格 凸 的 ,x E€ 3，y€ 
| 

do, Vp 一 Ops Fp 9 PX, 一 Op Xp. 
证 明 记 
Yl) = UY) 一 人 ,xp | (6. 1. 9) 
由 上 6. 1. 3) 我 们 有 
EY ), KCE(Yx'), Kj. (6. 1. 10) 
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下 面 证 明志 有 
FY), KCe{YCx'), K). 《6. 1. 11) 
事实 上 ,反之 假设 有 yyE 儿 YO), KR 和 y EEOCYCx'),K), 从 
后 者 按 乍 久 6.1.2 的 61) 可知 ,存在 六 全 Ytx*) 使 得 
y—y € EK\(0). 《6. 1. 12) 
由 ysotYGr 天 JCY 和 六 Et) 根据 (6.1.9?7 知 ， 
存在 Xi, ES, YY EJ), yy E SX), 使 y= yy (xr*, xi}p, 
二 一 《x" Xp. 因此 ,对 任意 的 AE (0, 1) 有 
Ay 十 C1 CO A 
= Ay AY ox, A 二 (Ax yp (6,1,13) 
由 于 世 在 5S 上 是 天 -严格 凸 的 , 按 定义 6.1.1 的 (2) 得 知 
AL + OF Ey Oo Dr) + intk, 
再 由 (6. 1.13) 和 (6. 1. 9) 得 到 
My 十 (1 AY E YO) intk. 


探 此 ,存在 六 所 Yl(x' 7 和 +yEint 基 ,使 产 十 一 1 十 (一 个 太 ， 
赤 有 yy 一 到 一 人 一 由 (9 一 芳 ) 十 靖 注 意 到 (6.1.12) 和 大 是 凸 锥 ， 
可 知 

yO— y= -Dy yy) +rE KNOT intk Cintk, 
于 是 ;出 定 多 硬 1.2 的 <2) 得到》 医 有 B(Y(x'), 下), 这 导致 与 假 


说 矛盾. 
由 C6. 1.10) 和 (6,1.11) 我 们 用 (YC(x'), KR) = 6S,.(Y (xX")， 


玉 ), 由 此 根据 定义 6. 1. 3 即 得 结论 .1 


$6.2 存在 性 定理 
本 节 研 究 集 值 映射 的 锥 次 微分 和 和 锥 弱 次 微分 的 存在 性 . 
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设 集 台 3 CC 人 且 ， 0 SS 一 232，xrrgxz) 是 集 值 映射 , 民 忆 党 
是 内 部 非 空 的 尖 闭 山 维 ， 

定义 6.2.1 设 和 集合 3C 字 非 空 ,点 也 ES 3 一 2 是 
集 值 映射 . 奇 存 在 点 a 扎 多 和 和 集合 TC 多 ,使 得 x}CTCa 一 
下 和 风光 T) 二 人 x ESIgr) 己 T) 是 开 集 , 则 称 纱 在 点 x 处 是 
乓 -有 界 运 开 的 . 

记 集 值 映 射 风 在 3 土 的 天 -上 图 象 为 

Kepig = {x ER XHIrIES, YE yr) KK}. 

(6. 2. 1) 

引 理 6.2.1 设 集 台 3 己 .2 非 空 ,x EE 5S. 者 集 值 映射 p; S 一 
2” 在 x 处 是 尺 - 有 和 界 逆 开 的 , 则 int(K-epig) 天 后. 

证 明 因 必 在 x 处 是 尺 - 有 界 首开 的 ,; 按 定义 6.2.1 可 知 , 磅 
在 a 多 和 了 己 多 ,使 得 对 任意 的 xEVMTD), 取 yy EE (xX) ;出 
存在 p: 尺 使 y, 二 a 一 上 . 设 Y 一 4 十 Dp; 则 一 a 一 pp Eintk, 
于 基 存 在 8 点 的 邻 域 UC(0)CC 多 有 


yaEk yyEUO). 
因为 六 是 凸 锥 ,所 以 从 上 式 可 得 
了 十 地 一 乒 一 上 十 三 一 和 十 局 所 长 
YE 人 CT 人 0) 
或 即 
了 十 方 它 号 十 天 所 WE 十 天 
YrE TT) Yy EUCO. 
据 此 ,出 (66.2.1) 得 
CX E K-epiy WTE 久 二 人 (人 和) 十 于 
由 于 17) 和 (0) 十 了 是 非 空 开 集 ,因此 inttK-epig) 去 蕊 1 


引 理 6.2.2 设 5C 吕 是 开 集 ,J: 5 一 2” 是 集 值 岗 射 . 若 对 
任意 的 x€ 5, 存 在 0 EE 多 ,使 得 gx) Cea 一下, 则 int(K-epiy) 天 
2 . 

证 明 设 T=& 一 此 , 则 在 x 处 是 K- 有 界 首开 的 .由 引 悍 
6. 2. 1, 即 得 int( 天 -epig) 关 好. 

定义 6.2.2 设 集 合 3C 肛 非 空 , 点 如 和 人 39 3 一 2 是 
集 值 唤 身 . 若 存 在 映射 pg: S$ 一 多 ,使 得 gx) E WCGCVEES)， 并 
上 且 在 点 如 的 邻 域 DTka) 内 是 连续 的 , 则 称 儿 丁点 关 处 是 连 
甫 的 . 

引 理 6. 2.3 设 和 集会 SC 名 非 空 ,x ES,y; S27 是 集 值 
映射 , 车 交 在 x 处 是 连通 的 ; 则 int(K-epi#) 天 局. 

证 明 因为 8 在 点 x 的 邻 域 U(x) 内 是 连续 的 ,所 忆 yOU Cx)) 
是 开 集 . 由 此 ,我 们 有 (UGx), 9UGx))】) CK-epiy, 故 int(K-epig) 
关 多 .中 

以 下 给 出 锥 凸 集 信和 映射 的 欠 次 微分 的 存在 性 定理 . 

定理 6.2.4 设 SC 避 是 内 部 非 空 的 吓 集 ,$y: 5 一 2” 是 集 
值 映射 ,VCr) 关 扣 (VYx EE 5S), 并 且 x EintS, p € intK. 叉 设 
在 S 上 是 下 -出 的 ,在 x 处 是 尺 - 严格 目的 和 天 - 有 界 首开 的 ,并 
5 yr}, KA 妆 ， 

(1 车 y Eg) KK) ,NM oy ys A YG. 

[27 Dr), A 交 . 

证 明 (1) 首先 证 明基 -ep 详 是 绝 XxX 名 中 的 凸 集 . 设 取 任 意 
的 Cr ，y0 (Cx, YE Kepit By EE yer) ,yy E Cx) 十 
天 .因为 5S 是 山 的 , 设 AE€ 00,1 网 轩 ! 十 忆 一 Dx?E 5. 又 因为 
玉 也 是 目的 , 东 在 3 上 是 天 - 山 的 ,依据 定义 6.1.1 的 (1) 有 


Ayl yy Ey) px) 二 
Cylar' + (1 ~ Vx1+ K, 


从 而 (xi 十 C1 一 Dx, Ay' 十 (1 一 Dy) E 大-epiy, 玖 上 -epiy 
是 凸 梨 .由 岁 在 x 处 是 天 - 有 界 逆 开 的 ,根据 引 理 6. 2.1 得 知 
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int(K-epiy) 天 倪 ， CB. 2. 2 ) 
已 知 y€ [ylx), 天 ) ,我们 证 阴 
Cx, EE INnt (KR-epit). 《6. 2. 3) 


宁 实 上 ,者 (x, 7) E int(K-epiy), 则 存在 点 0 的 邻 域 U,(0)C 性 名 
使 得 
Cx 二 ER-epigy Vy EU). {EF, 2. 4) 
因为 p 关 8 和 Ut0) 是 吸收 集 , 所 以 存在 上 放 0, 使 得 一 pp EE 
{To), 由 此 ,从 (6， 2,4) 得 一 pp EE W(X) 十 天 ,于 是 对 应 存在 
EWI FEK 使 得 十 PF 一 y》 一 jp; 即 
和 一 了 一 下 十 pp 有 int 兵 过 天 At 全. 
根据 定 广 6.1.2 的 (1), 即 知人 李 (Wr)， 天). 这 导致 与 定理 的 茶 
人 忻 相 蔬 盾 . 
现在 由 (6.2.2) 和 (6.2. 3) ,根据 定理 1.3.7 的 (1)* 可 知 存在 
(ry ) 天 ,使 得 
(rr 
Vx ES, YYy Evir) + Kk. (6. 2.5) 
在 (6. 2.5) 中 六 关上 ,因为 否则 ,车 # 二 站 由 x" ) 尖 0 知 x" 
天 人 .代入 (6.2.5)》 得 到 
(x 0 Vx ED. (6. 2.6) 
于 是 ,存在 下 € .3 使 得 At 到 半 0. 再 由 x intS 知 存在 x* 
的 邻 域 Cx) Cints ,因此 有 充分 大 的 并 人 >0 使 地 十 Ca 二 和 
Utx), 特 它 全 入 (6.2.6), 有 <x" 一 CHAM)T)》 字 0, 这 导致 一/ 闻 
0, 产 生 牙 盾 . 现 性 取 y 记 下, 因为 YE VOW); 元 y 十 EEX) 十 天 ， 
代入 人 6.2,.5》 有 
和 十》 十 人 二 
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从 而 得 
(一 ?0 YoEK. 


注意 到 YY 了 关 8, 有 一 全 KK"\(0), 因为 p € intK, 由 定理 
1. 4. 11 的 (1) 得 <-- y*，p}) 半 0. 令 


So Cy} ,pp, (6B. 2.7) 
进一步 证 明 下 式 成 立 : 
Cx 6 2.8) 


其 中 Cx 和 Cx ES YYy Ewer) 十 帮 ). 事 实 上 , 假 
若 (6.2.8) 不 成 于 ,从 (C6.2.5) 可 知 存 在 (X,Y 十 四 DE 人 -epigy, 全 
x) 和 CT、 了 十 9) 关 Cx， yy 使 得 


CR 
对 任意 的 4 (0, 1) 令 
ry 二 A 十 (1 一 A), (6. 2, 10) 
二 48 二 (1 iy 《6. 2. 11) 
因为 了 Ey(T) ,yy 七 OY), 在 x 处 是 天 - 严格 凸 的 ,我 们 有 
y= A Dy E Var Co Mx) intk. 


及 因为 仿 是 凸 集 , 帮 a 亡 SS. 二 六 一 六 十 ”, 其 中 了 全 wr 元 
int ,代入 (6.2.5) 得 


{x ?6.2.12) 
由 (6. 2.5)，(6.2.10) 和 C6. 2. 11) , 推 知 有 
OE 
= Cx AF Dr Cy AF+ (1 — iy? 


= 4x’ ,x Cy" , y)| 
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二 (一 [Cx x 十 (y*，y)] 
A 
据 此 ,由 (56. 3.12) 得 旬 
yA 
冉 由 《一 和， 8 之 和 得 到 
pn {6. 2, 13) 
据 定理 1. 4.11 的 人 ) 知 5 ， YY < 之 0, 从 而 有 
CY¥ 
它 与 (6. 2. 137 相 矛盾. 
最 上 后 ,假设 若 39(x, yp 一 好 ,由 定理 6.1.3 知 ,对 于 仿 盖 0 有 
a%Cxr， Tg 一世, 即 r 人 3 gx 0. 根据 定义 6.1.3 的 (1 存在 
ES, TE SE (ET) 天 (Cr 使 得 


和 全 -- FX" 站 和 KEK\{0}. 


由 一 六 所 天 "AS 即 可 推 得 
(3 


这 与 (6. 2.6) 相 蔬 盾 . 

C2) 由 已 证 明 的 0) 依 据 定 尽 5.1.3 的 (1), 得 知 3(x), 到 
启 . 1 

设 ” 是 向 量 空间 . 

定 色 6.2.3 设 和 集合 5CY 非 空 ,上 KK 性 YY 是 非 平 几 狂 . 若 驴 
的 每 一 个 形 即 {iy 一 clK) ES 的 开 覆 盖 都 有 个 有 限 
于 四 证 (TT 是 指标 集 ), 则 称 S 是 天 - 半 紧 的 . 

引 理 6. 2.5 设 集 合 了 所 泌 非 空 , 天 生 沁 是 兴 闭 凸 锥 . 各 了 是 
KK- 半 紧 的 , 则 2(Y, 天) 取 所 . 

证 明 ” 见 文献 [27] 的 定理 3. 3. 1. 


6.2 存在 性 定理 "5 号 。 

定理 6.2.6 设 S 己 学 是 非 空 开 凸 集 ,%: 5 一 2” 是 集 值 映 
射 ,Wx Yr ES XES,pEiIntK. 又 设 炒 在 S 上 是 天 - 
吊 的 ,在 x 处 是 下- 严格 凸 的 ,并 且 存 在 a € 乡 使 得 对 任意 的 x' 所 
5S, 有 x) CH 一 大, 以 及 示 (x) 是 开 - 装 紧 的 . 

(1) 若 ¥E SW) KN 则 9 Yex, yA 

《2 9 Wr), FE 好. 

证 明 由 引 理 6.2.2 和 引 理 .2.5, 以 及 定理 6.2.4 可 证 
得 .[ 

定理 6.2.7 设 SC. 人 是 内 部 非 空 的 是 集 ,¥:S 一 2 是 集 
值 上 映射 ,gz 天 说 (人 本 9 后 into ,六 估 int 下 ,又 设 由 企 必 
上 是 下 -出 的 ,在 x 处 是 下- 严格 同 的 和 连通 的 ,并 日 w(x) 是 尺 - 半 

(1) 车 Ex), 下] , 则 区 (E，?)， 天 应， 

(C2) Hr), A GS. 

证 明 ”由 引 理 6.2,3, 引 理 6,2.5 和 和 定理 6.2.4, 可 以 推 得 .中 

以 下 给 出 纵 凸 集 值 映射 的 锥 驶 次 微分 的 存在 性 定理 . 

定理 6.2.8 设 S 己 . 史 是 内 部 非 空 的 凸 集 ,%, 5S 一 2” 是 集 
值 映 射 ,gCc ) 关 贡 (yy 和 和 SreEints p EintK, 义 设 pj 在 5 
上 是 去 -目的 ,在 z 处 是 天- 有 界 逆 开 的 ,并 用 glx), KK 2 

(DD) 区 EC) , 则 93x yD) 到 好 

(2) 9 六 (天 深 ， 

证 明 (1) 类 似 下 定理 6.2.4, 可 以 证 明天 -cpiy 是 内 部 韭 空 
的 古 集 ,并 且 对 于 y E 吃 [gCx) ,天 ) 有 (Cx, y) 人 int( 天 -epig). 据 
此 .由 和 定理 1.3.7 的 人 可知 ,在 在 (人 和 关外 ， 
% 天 和 ,使 得 

Cx 
Yr ENS, YY EE wir) + 友 . 【6. 2, 14) 


同 定理 6.2.4 的 证 明 , 还 可 得 y' 半生; 一 E 天 AD 由 于 让 
E intKK ,根据 定理 1.4.11 的 (1 有 


LD rl Tan 
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= 《yy ,p> 0. Ch. 2, 15) 


现在 用 反 证 法 .假设 ?bz 二 多, 则 由 定理 6.1.3 的 人 2) 得 知 
asf(x，?) 有 一 好 ,于 是 由 定义 6.1.3 的 (2) 可 知 存 在 XE€ S ,把 


?一 人 intK 


再 根据 定理 1. 4. 11 ,我 们 有 
《一 广 , 了 一 了 一 Cr 一 0， 


利用 (6. 2, 15) 整 理 上 式 , 得 
人》 


这 导致 与 (6. 2. 14) 相 节 持 . 

(2) 由 (7 依据 定居 6.1,3 的 (2), 即 得 pCx), 关 多 ,上 

定理 6.2.9 设 $ 必 侣 是 非 空 开 凸 集 ,#8:; S 一 2” 是 集 值 映 
射 , 人 3 关 殉 (不 和 和 民 int 丙 .双语 出 在 2 上 是 太 - 
四 的 ,存在 a 对 效 使 得 对 任意 的 x ES 有 x)C 忆 a 一 下, 并且 
gx) 十 关 半 紧 的 . 

C1) 车 yE SP, K) ,NN 9, $s 天 休 - 

(2) DC 过 ， 

证 明 ”由 直 理 6.2.2 可知 int(KK-epiW) 关 名 , 丸 由 引 理 6.2.5 
有 全 CWCx) 天) 关 放 , 于 是 ,由 定理 6.2.8 有 即 得 结论 .上 0 

定理 6.2.10 设 3 忆 .党 是 内 部 非 室 的 凸 集 ,9: 5 一 2 是 集 
值 映射 ,gx 闪现 (站 和 SEEintsy pE intk. 又 设 风 在 有 
于是 乓 -上 四 的 ,在 * 处 是 连通 的 ,并 且 %Kz) 是 乓 - 半 紧 的 ， 

(1) 若 yyES wr), 天] ,Noglx, po, A, 

(C2) 3HCE), EY, 

证 明 由 引 理 6. 2. 3, 引 理 6. 2. 5 和 定理 6. 2.8 可 得 证 .中 

下 面 给 出 锥 次 微分 和 锥 弱 次 微分 存在 的 充分 条 件 . 


#6.2 存在 性 定理 ~ 257 - 
定理 6.2.11 设 和 集合 S$ 性 地 非 宝 ,xE5,y,S-2” 是 集 值 
映射 ,EVD 六 天 CC"' 是 下 的 对 侦 锥 ,x* EE .和 ，p 
iNntk. 
(1) 者 存在 8” E intK" 使 得 
(Op) 
YX ES YY Er}, 《6. 2.16) 
Wx EE ovr, y),. 
(2) 苔 存在 9g”E€ 天 "NE 使 得 
人 
时 和 和 {6, 2. 17} 
Rx EE px, y),. 
证 明 (1) 反之 ,假设 x 区 3WCx ,了 ),: 由 定 你 6.1.3 的 (1) 知 
存在 x ES ,了 蕊 W(x) 使 得 
yy x Xp Fx, RPE KkK\(0). 
根据 定理 1.4. 11 的 (27 有 
Ca rr IP (Fr (x, XP) 0, 
物理 下 坛 得 
ep, 
这 导致 与 (6. 2. 16) 夏 盾 . 
(2) 用 上 反 证 法 . 利用 定理 1.4. 11 ,类 似 于 (1 的 证 明 可 得 证 . 昌 
下 面 的 定理 说 明 ,在 凸 性 条 件 下 ,(6. 2. 177 还 是 锥 次 微分 和 锥 
弱 次 微分 存在 的 必要 杀 件 . 
定理 6.2.12 设 集合 S$ 性 名 非 空 ,x EES, S27 是 集 值 
鼎 射 ,y 亡 wx),x' 全 和 " ,peEintK, 玉 "是 处 的 对 侦 欠 .基业 
在 3 上 是 乓 -四 的 ,并 且 关 和 DaoWbtixz， 7 则 存在 8 EE 天"\{91， 
使 得 


， 25 条， 第 6 章 锥 凸 集 值 映射 的 锥 次 微分 
* 辣 ” '" 条 四 了 了 》 2 ‘XY . xX 六 * pa; 
YX ES, Vy E ylr'), 
证 明 ” 作 和 集合 
Ey EVIy =y y+ (xr' ,xp 于, 
FES TE YR, EK}, (6. 2. 18) 
则 由 仿 和 下 是 凸 的 ,以 及 下 是 天- 凸 的 可 以 推 知 世 是 凸 集 . 下面 证 
明 
intKk NE= 2, (8.2, 19) 
事实 上, 若 存 在 EE intK 使 wy EE, 由 (6.2.18) 则 有 
qd yi x ,xX)p— 
由 
y— tx, Xp [yx', RpI= 有 +g Eintk, 
于 是 , 按 定义 6.1.3 的 (2) 得 知 多 9。.JC(x， 7),: 它 与 所 设 乞 盾 , 
现在 由 (6. 2.19) 根据 定理 1. 3.7 可 知 , 存 在 g”€ 多 "\40}, 使 得 
‘qd YEEKR, vy EEE. 


由 丸和 所 天 站 五 , 从 上 式 得 知 对 任意 的 gE 天 有 (人 之 0 故人 
E K"\D0). 青 由 0 总 (YY 所 古 ), 则 得 (6. 2.17). 目 

特别 地 ,对 任意 的 和 三才 AI10 9 作 集 值 函数 8, S-r2*, x 
Ore), Bx) = WON (ig ,yy E Wx) (YX ES) 取 
及 中 的 尖 闭 凸 锥 为 玉 + 显然 国民 NO) 二 intR; ,再 令 户 王 1, 则 巾 
定义 6.1.3 可 知 , 对 于 xES，yE gs) 我们 有 


30lx, tq :yp)), — PO{ x, 人 ，y)] 


定理 6.2.13 设 集合 SC 骂 非 空 ,xE€5,w:S 一 2 是 集 值 
映射 ,yy gCx). 又 设 天 ' 是 下 的 对 伪 锥 ,yy 在 S 上 是 尺 - 同 的 ,p 七 


intK., 


$5.2 存在 性 定理 - 259 - 
] 


Dy eA 49 ，y》 Cop, pip. 
1 
(2) U -下 pe < 一 - 本， (Xs Dp: 
ER “4 ， pb? ( dy 可 » 有 


证 明 (1) 对 任意 的 4 E intK', 设 


x’ EE ltg, pp) 人 二 《8 y)),, 
则 
(gr pk" E a0xr, (gy* ,yy)),. 
由 交 在 人 上 是 K- 凸 的 ,容易 证 明 8 在 3 上 是 RR,- 同 的 ,于 蚌 ,由 害 
理 6.2. 12 知 存在 4€ 民 .\{0) ,使 得 
A yo gg, Pr ,x x) 


YA! 全 SD， 时 后 OCx' ), 
即 
(qr yO p) 


Vx ES, YY € gtr)., 


由 此 ,根据 定理 6.2.11 得 到 x*" EE 35x， 》) bs. 
(27 类 似 于 {) 中 的 证 明 ; 由 定理 6.2.11 和 和 定理 6.2.12 可 以 
推 得 


1 . 
遇 一 一 部 中 bp 9 和! 7 可 。 C(x, ] , 
el ‘qb? | 4 ~ ji ~ Pp 


其 次 , 设 x”E 966lx, 3) 6: 由 定理 6.2.12 知 存在 4 E 玉 "\0}， 
使 得 
(qo x, pp) 
YX ES Vy EE bir). 
于 是 ,根据 定理 6.2.11 得 zt ，B € 90(x， (9 ，y)),, 即 有 x 
E ltg, p)) a(xr, Ca”, y)),. | 
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设 f; 3 一 尺 是 实 值 函 数 , Ar) 一 inf Co , ylx)》, 其 中 qq* EE 
RK"\i0}. 

定理 6.2.14 设 $C 慑 是非 空 西 集 ,yw; S 一 2” 是 集 值 映 
射 ,rES.yEWr) ,并且 PEint 开 ,天 是 天 的 对 偶 锥 .车 光 在 
5 上 是 下 - 目的 ,Fr 一人， 站 [YE EEK"\M0}| ,对 任意 的 x 
ES,gtx') 是 非 空 肾 集 , 则 对 任意 的 g” EK'\M0), 函 数 / 在 S 上 
是 凸 的 ,并 且 

1 


Cl) ,. 局 a por) 万 可 Hr, pp; 


1 
C2) 上 一 一 一 了 = ux, yp, 
站 ‘gq » pp) 


其 中 Cr) = 3flx, 《aq y)) 
证 明 任 取 扣 , 拉 和 SEO it 因为 已 知 对 任何 连续 线 
性 汉 妙 gg 毛 民 "O00), wx) (YXx 七 久 ) 是 紧 梨 ,所 以 存在 六 所 
rE wx), 使 得 7 一 一 9" ,六 .由 
3 是 凸 的 ,多 在 3 上 是 天 - 凸 的 , 则 有 
My DE Wat (lx. 
因此 ,存在 yi 十 异 一 Dx 和 gg 马 下 ,使 得 
4 十 和 寻 一 和 天 一 十 全 
据 此 ,出 9g E 天 人 ) 得 知 
< + 让 十 《8 + 《1 一 jz 》 一 《 程 ”， Pa 十 ‘和 由 ds 
即 
Art 十 人 一 和 的 
六 


Fax 十 C1 一 并) 
帮 子 在 3 上 是 目的 . 由 定理 和 8. 2. 坟 和 定理 6.2.12 有 


a = {rr A /x Yr E S}. 
(6. 2. 20) 


362 存在 性 定理 + 261: 
现在 证 明 3f(x) 二 30(x,， 9" ;3)) ,. 设 x" E 9f(x), 由 (6.2.20) 
和 站 的 定 疼 可知, 对 任意 的 x ES 和 和 任意 的 y 和 wx 有 
(yr fr) x, x ), 
由 此 ,根据 定理 6.2.11 得 x EE 98lx， (Gy 反之 , 设 x EE 
96[x，(g'，y》)) 1, 由 定理 6.2.12 知 对 任意 的 x ES 和 任意 的 yy € 
ytx') 有 
(一 一 
注意 到 上 (x') 是 紧 集 ， 则 存在 Vr 使 得 Fx') = 《 程 “ 1 7: J 
et 上 克 由 上 式 得 知 
(一 一 
再 由 56. 2. 20) 便 得 zx EE 3f(x)., 根据 以 上 结果 ,由 定理 6. 2. 13， 
即 得 (6127 和 52 的 结论 .1 
对 于 Banach 空间 的 情况 ,有 以 下 一 些 结果 . 
定理 6.2.15 设 : 加 是 Banach 空间 ,人 已. 孚 是 非 空 凸 集 ,%， 
S 一 22 是 集 值 映射 ,Wikxz 关 放 (YX ES). 又 设 XE SS,，yE 
(Xx),，p EintK,K" 是 民 的 对 俑 锥 ., 苦 8 在 9 上 是 天 - 目的 ,出 
1 ， 
(1) ,以 . 本 一 p99, 《8 3)), Capr, yp, 


1 . 
C2 一 一 一 一 一 总 和 tt， * 和 » -一 EE ‘1 2) 3 
.Hh. ‘gqg ,Pp 9 )， 村 2 


其 中 Kr = {gq EintK*|la .= 1}, 
RK; = lg EK"\MO gl.=1), 


| 中. 是 对 偶 室 问 芭 * 的 范 数 ， 
证 明 (1) 由 定理 6.2. 13 结论 显然 成 立 . 
C29 据 定 理 6.2.13 的 (2) ,只 要 证 明 


apexs yp U a0lx, tq” , 7)),. 


| 
q" ERs ‘gq » Pp 
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设 x”E 3px, y)5; 由 定理 6.2.12, 存 在 4” E€ 天 "NO 使 得 
‘Or pp 
YX EES, Vy €E yx). 


因为 lilg" | . 关 0, 在 上 式 两 端 同 除 一 个 jg 上., 令 gi 二 
4 /ig . ,得 
(qr 
Yr ES, YY EE wx ). 

因此 ,得 知人 EE KK: x' gp) EE 9 lr， (qr ，y)) 1 定理 得 
证 .| 

定理 6.2.16 设 攻 是 Banach 空间 ,SC 有 是 非 空 止 集 ,网 : 
3 一 23 是 集 值 映射 . 又 设计 和 人 y ENWX) PEink,K "是 KK 
的 对 侦 难 . 车 多 在 S 上 是 天 - 凸 的 ,Fr 二 《9* ,3yY9" E KR" 
{0}] ,对 任意 的 x E S, ylx') 是 紧 集 , 则 


(1) U ,7 CC aptr: yp 
1 
CD) uo ta, po CX) 一 Fu, Vs 
其 中 ar)y = a fx, Cg" ， y)),, 
天 = {gq Eintk|l|g | .一 1 
K: = lg EK Na ,= 1}. 
证 明 ”由 定理 4.2.14 和 定理 6.2.15 可 得 证 .1 
我 们 果 以 减 强 定理 6.2.14 和 定理 6.2,16 的 条 件 , 分 别 给 出 
如 下 结果 ， 
定理 6.2.17 设 SC 敢 是非 空 钙 集 ,#: 5 一 2” 十 集 值 映 
射 ,XxX 写 S,yE jr). pintK, KK' 是 玉 的 对 侦 锥 . 若 多 在 3 上 
是 天 - 吊 的 ,对 任意 的 x ES,， Url) 是 非 空 紧 集 , 则 了 在 3 上 是 


#52 存在 性 定理 + 24 了。 
本 的 . 
(1 再 若 存 在 94 EE intK* 使 得 fx) 二 tg' ,yy), 则 


(gs pl Fx, tg 8) TC IP x y),. 
(2) 再 阁 存 在 9 E€ 天 "NB) 使 得 了 x) = "yy, 则 
(gp)) 32Fix, tq, Caplx, y),. 


1 
Cr EE OU fr, ca, yy). 
” qn ‘本 了 pn? l 9 - } 


证 明 类似 于 定理 6.2.14 的 证 明 可 知 ,f 在 SS 上 是 册 的 ,并 
[se 
(1) Wg EintK ,x €E {gp 3 人 rr， (9 .y)),: 类 
似 于 定理 6.2.13 的 (1 的 证 明 , 可 以 挫 知 x EE ag(r, y);. 
(2) 与 (1) 的 让 明 类 似 可 得 到 . 
(3》 由 定理 6.2.12 知 当 E38Crs 时 , 则 存在 Y 握 
天 0) 合 得 
(本 一) 一 
YX ESS, YY EE yex'). 《6. 92.2]) 
设 集 值 阴 数 Bx) 一 (2)) ,在 (6.2,21) 中 令 x 一 上 得 
(VE jx), 
故 育 Faxzy = <q"' 3). 再 四 人 {6.2.21) 得 到 
fr 一 7 YrES, 
所 以 他 XE DfIx，(9'，J)) ,这 就 证 明了 C3). 
定理 6.2.18 没 . 节 是 Banach 空间 ,5C. 沪 是 非 空 凸 集 ,; 
S 属 2 是 集 值 映射 ,XE SS yyE Vx}, PEintK,K' 是 天 的 对 
偶 绯 . 其 % 在 3 上 是 下 - 凸 的 ,对 任意 的 x ESS, yx") 是非 空 紧 集 ， 
则 | 
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3ptxs yy) U 1 


Ox, ti， |] ， 
or: 《2 » Pp) (x Cg, 7)), 


其 中 环 ? = 二 ERKR\MOlja' | .= 1}. 

证 明 与 定理 6. 2. 17 中 (3? 的 证 明 类 似 ,[ 

定理 6. 2. 17 提供 了 我 们 求 锥 次 梯度 和 锥 弱 次 梯度 的 途径 . 

例 6.2.1 设 集 合 3 所 有 字 非 空 ,对 任意 的 YE wrx) 一 了 
到 涩 是 非 空 紧 集 . 考虑 集 值 映射 $8; S$ 一 2 ,x 一 (x). 这 时 ,对 任 
na EE KO0i, f(x) = inf (gq” ， y) 是 一 个 常数 ， 所 以 
af(xr) 二 {98}. 由 定 坤 6.2.17 和 和 定理 6.2.18, 得 g(x)6 一 {101(Y 
ES). 

例 6.2.2 设 集 全 SC. 各 非 空 ,jy 二; SR" 是 实 向 量 函 
数 , 取 下 一 Rn", 并 且 了 是 如 - 西 的 可 微 函 数 . 记 f(x) 一 
[Ce fx)) ER" (XES), 售 p= (ll, 1) ER",g 


bs) 


一 《9 qn) EE RT “ {和}， (gq' 1 二 4. 设 xYES,y 一 


i 一 1 


fxr) geX) 一 <9*，Y), 则 有 
dagix, {gqg”, y}), 一 > VHCx). 
1 二 ] 
由 定理 6. ?2.17 得 到 


9f DD U De Yt) 


4 Eintk" "=! 
> 1 
i=1 


df tx. Fy}, = U 1 > 9 WE 
一 | 


FE 7 
> 


ji 一 1] 


即 
t=] 1 一 1 


#56.2 存在 性 定理 2 


If ,= >)g VHAr) | D0 = 1: 9 € [0， 1]). 
;= | ti 一 1 


由 此 可 知道 ,六 的 分 量 梯度 的 凸 组 合 构成 了 了 的 天 -次 微分 ， 

例 6.2.3 沽 虚实 值 函数 g;S XY 了 一 RR, 其 中 S 和 YY 分 别 是 
Banach 空间 ; 知 和 57 中 的 非 空 集合 , 作 集 值 旺 数 5S 一 2* ,Xr 
PE) EY, 设 fx) 一 infg (x, yy (YY EE 
5S). 令 pp 一 1.9 一 1, 且 有 AX) ==infy(x)., 如 果 g 在 SXY 上 是 
王 半 连续 的 正常 贴图 数 , 并 县 当 交 和 3， 了 生子 时 有 xz) = g(x， 
多 》 网 | 

并 < 人 (人 和) EE ar, Fp). 
设 上 一 &Crvy) ,由 定理 6.2.17 得 到 
WE = pr, ti = 9f (7). 

例 6.2.4 考虑 实 值 向 量 函 数 f 5 XY 一 R", 其 中 5S 种 了 分 
别 是 Banach 空间 浸 和 统 中 的 非 空 集合 . 设 p 一 (1，…，1) € 
R",g" ER MO), 胃 数 g: S XY REx) = C4, fr 
CY Cr, y) E SX 了). 作 集 值 函 数 J 5 ~ 2* ,Xm gr) 一 
rir = fx. y),yE Y 了 |}. 令 

fx) = infglx, y) = inf Ca’, fx, 3) 7 


设 了 在 3 XY 上 是 下 半 连 续 的 正常 唔 函数 ,由 例 6.2.3 和 定理 
6. 2. 17 器 得 


x E AF eS, 0) E 9g(X, 8) = D9 Af Cx, y), 


其 中 旨 " 一 {gr ， 9 EE RT (0}, f= Ch， "ms 1a) ER", 
此 外 ,有 


“26 和 第 8 章 锥 西 集 值 映射 的 锥 次 乔 分 


pr, Tp {x EE : 尝 “ Es ; 0)E oj df (xr. y), 


bd 


Sqr 一 1， yr 本 ‘0, 17.1 二 下， 


r 一 1 


Du 名 (二 ，r)， 一 Ea EE :党 er ,0)E Da aftr, 了 )， 


m 


Dr 一 1， oq 天 Lo, 1 | ， i = 1， er Fs 


=: 1 


注意 ,上 式 成 立 的 必要 茶 件 是 ;存在 gq' 使 得 f(x) 一 人 ,六 一 
E(t, y). 


36.3 基本 特性 


现在 讨论 锥 弱 次 微分 及 其 相应 映射 的 若干 基本 特性 ,如 巧 性 、 
闭 性 . 半 连 续 性 .连通 性 和 次 单调 性 等 . 

若 无 特 别 说 明 , 本 节 均 设 S 忆 党 " 是 非 空 凸 集 ,#8 5 一 27 ， 
xr* tx) 是 集 值 肌 射 ,对 任意 的 x ES 而 言 ,集合 yg(x)C 忆 % 非 
空 ,大生 汶 是 内 部 非 空 的 穴 闭 凸 锥 ， 

完 介 绍 锥 弱 深 微分 的 吓 性 和 团 性 ， 

定理 6.3.1 设 xXES,yEy .PEIntK. 攻 在 5 二 是 
天 - 四 的 , 刚 3px 7 是 凸 集 . 

证 明 设 x ,x E96Cx ys 对 什 章 的 4 后 (0、 17 也 2 
一 Ax 二 (用友 证 法 ,假设 x 区 
9 .CT 5, 则 按 定 多 6.1.3 可 知 , 存 在 计 E 5S, FE wD), (xX， 3) 
六 (x,， 3), 有 


让 int 天 {6.3.1) 


由 和 昌 2 天 Dr. Pops 根据 定理 6, 2. 1l2 知 ， 存在 or * > 全 
K AS 使 


86.3 基本 特性 87. 


dp， (6, 3. 2) 

‘qi ro yr xX) ,Dp). 《6. 3. 3) 
从 (56. 3.1) 有 

sp (6, 3, 4) 

“Op, 6, 3. 5 


由 (6. 3. 2) 十 (6. 3.4) 和 (6. 3.3) 十 (6.3.5), 分 别 可 得 


(一 (6. 3. 6) 
种 
中 CB. 3.7) 
和 作 A6.3.6) 十 (一 4) XX (6.3.7), 则 得 到 
中 一 一 
导致 子 项 .1 
定理 6.3.2 设 xES, yyEV PEintk, VW 在 5 上 是 天 - 
是 的 . 
(1) 苦 9g0x 六 关 定 , 则 3.9(x ,Js 是 闭 集 ， 
(2) 若 (x) 是 紧 集 ,wz 夫妇, 则 3.gr) 是 闭 集 . 
证 明 (1) 为 让 3.8Llx， 8) 是 闭 集 ,反之 设 点 州 {xi ?并 
FT 但 必 8WCX yj 则 从 后 要 直 
定义 6.1.3 可知 ,存在 x EE SS 和 了 了 蕊 p(x¥) 使 得 
yy i Xp EE intk. 
国 为 一 了 十 《7 让 一 让 Pp 一 一 也 十 《x'， 庆 一 Pp, 所 以 存在 
充分 大 的 六 使 得 
-x xp EE intk, 


由 此 ,根据 定 广 56.1.3 知 x C3 yn 它 与 已 基隆 拉 . 
(2) 设 点 列 {x 己 BC 一 《一 cos 则 存在 1 入 


Pm 
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EWI) 使 x 和 Doggr， yy 由 于 8%x) 是 紧 集 ,因而 1 六 ) 
存在 收敛 的 子 列 ,不 妨 即 设 六 一 全 一 00), 了 全 yx), 现 假设 x* 
和 DogCr， yp': 则 由 定义 6.1.3 的 C2) 可知, 存在 TES 和》 E€ g(x¥) 
使 得 

FO yx ThE ntk. 《6. 3. 8) 
从 2 x 和 一 了 有 

一 站 十 人 证 

于 是 由 《46. 3.8> 知 ,存在 充分 大 的 志 使 

yx int 天 . 
所 此 ,得 到 XR EE dix, yb:s 它 与 已 详 逆 硅 :从 而 有 XX* 把 Jr, 
| 

以 下 考虑 锥 弱 次 微分 上 映射 9 加: S22” xm 936wir)y 的 上 

定理 633 设 rxEs,y Ed) PpEintk, 则 集 值 映 射 乡 : 
SS 一 2 在 人 ,7?) 处 的 五- 弱 次 微分 映射 3 加 在 点 Cr, 7) 处 是 上 六 
连续 的 . 

证 明 设 点 列 ii CS XX 于 00), {17}C% .yy E€E 
GOR, 有 EO x on). 
按 定 六 3. 3, 1 的 (4) ,反之 假设 Ed, ?7 风 由 定 光 6, 1. 3 
的 C2) 可 知 存 在 雹 所 SS, 了 EYE) 使 得 

Oo x, Kp Eintk. (0. 3. 9) 
从 wx 和) 有 
yy x Xp y+ ,Fk). 
于 是 ,由 (6. 3. 9) 得 知 ,存在 充分 大 的 下 使 
yr rx)pEintk. 
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据 此 ,得 到 xx 多 3.0t ， 六)! 导致 与 己 设 族 秆 .1 

定义 .3.3 设 点 x 人 5, 集 合 六 入 多 (xE€ 5), 若 存在 点 
x 的 邻 域 UCx") 使 cl .0 ,Cx) CC 多 是 紧 集 , 则 称 V 在 点 x 附近 
是 一 致 紧 的 . 

定理 6.3.4 设 x 世 5,p intK. 车 集 值 映射 ¥y; 3 一 2 在 
x 处 是 上 半 连 续 的 ,并 且 在 x 附近 十 一致 紧 的 , 则 天- 能 次 微分 映射 
9p: Sr 在 x 处 是 上 半 连 续 的 . 

证 明 没 点 列 1 CS Tr 一 00), x 七 pCx'), 和 和 
YX" -> too 由 定 迪 3.3.1 的 (1》, 雁 要 证 明 * EE ougCr) 由 
于 站 9 ),, 存 在 六 人 W(x*) 使 得 

Xi EE dup, y),. 

因为 x zx 人 计 一 05) 和 小 在 x 附近 是 一 致 紧 的 , 故 知 {y¥V} 仓 在 收 
伍 子 列 . 不妨 设 关 一 六 由 区 在 * 处 是 上 半 连 续 的 , 按 定义 3.3.1 的 
(ty 可 知 yE%x .于 是 ,根据 定理 6.3.4 得 到 x* E€ 9.x 3)p， 
从 而 x EE CE 

下 面 讨 论 锥 弱 次 微分 的 连通 性 . 

定义 6.3.2 设 $ 是 任意 非 空 集合 . 若 不 存在 疯 个 集合 S$, 壮 
信和 5S; 关 他 ,使 得 

S$ = SL 5S,, 


其 中 S51 一 久 ) 门 cls;, 一 证 , 则 称 S 是 连通 集 ,或 3 是 连通 的 . 
不 是 连通 的 集合 称 为 二 可 分 山 的 ， 
引 理 6.3.5 没 > 是 线性 空间 . 若 S CY 是非 空 上 四 集 , 则 
证 明 反之 ,假设 3 是 可 分 离 的 , 刚 由 定义 6.3.2 可 知 ,他 在 
集合 3 基 放 和 关 弛 并且 
cs, MM S$, = SN clS, 一 局 ， 《6. 3. 10) 
使 得 
S = 5) S$;. 6. 3.11) 
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设 VE SE 5 . 由 (6.3.11) 注意 到 人 S 是 凸 集 ,; 故 对 任意 的 A 所 
人 0， 有 徊 十 人 一 姜 呈 ES 从 而 对 于 线段 [mw v:] 有 

fv, vi C 号 . 《6. 3. 12) 


记 5 二 [vs] 人 门 S, 和 和 5, 一 [ov 门人 ;二 为 wv'E SS, 和 和 v 全 
So 上 有 Si 关 信和 5, 关 二 ,由 6.3.11) 和 (6.3.12), 我 们 有 


Ss US 一 [oo 站 SU vi NS,) 
= [vv MN (SU Sy) = Lv, vi Ns 
= fv', v:]. 
区 由 6.3. 40) 可知 ,有 
clsS,NMN So= cllfv, vj NN SIN (Lv vi Ss 
-io vw] NN dS NN 3 — 


回 理 ,有 5S; 门 cj5, 一 名 .由 此 ;从 以 上 所 得 各 据 定义 6.3.2 导致 线 
段 [v ;vv 避 是 可 分 离 的 , 世 这 是 不 可 能 的 ,从 而 定理 得 证 .4 

引 理 6.3.6 设 S 性 .: 耶 是 连通 集 , 集 值 映射 ;SS--2” 是 上 
半 连 续 的 . 芳 对 任意 的 xE S, wxz) 关 好 是 连通 集 , 则 WUYCz) 是 
连通 集 . 

证 明 ” 见 文献 L27j 的 命题 2. 5.6. [ 

引 理 6.37 设 Y 忆 是 非 空 紧 古 集 , 加 .CY , 天 ) 是 连通 

证 明 多 文 献 T27] 的 定理 3.5.12, 1 

定理 不 3.8 设 xES,yEaxly 9gS 2 十 集 值 喘 射 ,PP 
和 Int 天 . 

(1) 车 Dwxz， yi 天 让 : 则 gxz，y) 是 连通 集 . 

02) 车 wzt) 是 紧 凸 集 地 在 3 上 是 上 半 连 续 的 . 则 3,.gtx0, 是 
连通 集 . 

证 明 (1) 由 定理 6.3.2 知 sb%ir，y) 是 凸 集 ,再 由 引 理 


人 
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6. 3.6 邯 知 3.%5Crz，?7)， 是 连通 集 ， 

[2) 因 V(x) 是 紧 集 , 故 也 是 天 - 半 紧 的 .由 定理 6.2.10 可 知 ， 
对 任意 的 yE 宫 (Etr) 天 ) 有 apfz，yh 天 启 . 于 是 , 据 定 理 
6. 1,1 的 (3) 和 定义 1.3 的 (2) 得 知 


Dp, 位 和 Dog sly E SG) K)) 


一 Uj WE，]]w， 《6. 3. 13) 


3 


叉 因 为 wx) 是 紧 凸 集 , 故 由 定理 6.3.8 敌 攻 (g(x)}, 天) 是 连通 
集 . 往 下 证 明 天- 弱 次 微分 映射 3 内 关于 了 在 ?处 是 土 半 连 续 的 ， 
事实 上 ., 设 对 任意 的 后 过 (0 下) 考虑 点 列 


{y*) CC i, yy — YY (= oo), by 敌 x ys Xi 人， 


根据 定理 6.3.4 即 知 3,ptx, 2z)s 在 ?处 是 上 半 连 续 的 . 最 后 , 利 
用 引 理 6. 3.7 和 (6. 3. 13), 便 得 3.y(x), 是 连通 集 . 

最 后 ,讨论 锥 弱 次 微分 的 次 单调 性 . 

定理 6.3.9 设 x ,XES, yy EVD ,EV(XD). 阁 x! EE 
ap ry) 和 x EE Opry C0 

证 明 车 x? 一 x 或 者 二 江 ; 则 定理 结论 显然 成 江 . 以 下 设 
x 其 ， 用 反 证 法 ,假设 二 CY 一 1 一 ?之 0， 
IC 

ay Xp, 


er i vy _. yy _ 《 ， 和 一 x!'?p. 
对 任意 的 站 E [0D， 1], 令 (A) 二 加! 十 C1 一 放 . 则 有 


或 即 
FA = C1 — 200 — Mp. (6. 3. 15) 


作 集 合 
Em{yES|y = FO + OQ/26p, 4€ [0， 11}. 
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显然 所 是 凸 集 , 往 干 证 明 
ENMintk = 8, (C6, 3. 16) 
事实 上 ,反之 ,者 存 在 gE€ 玉 们 intK, 由 上 的 定义 有 
FD) 十 (17208p 一 9 对 某 个 4E Lo,1]. (6.3.17) 


当 44 一 1/2 时 ,得 8 二 0&€ intKK, 导 致 于 盾 , 当 间 所 4 之 11/2 时 ,由 


- 224 lp - 
C6. 3.15) 和 (6. 3.17) 得 有 a 0] E int 坟 , 即 


Oo yo x XY Oo kp EE intKk. 
由 此 , 根据 定义 6.1.3 的 (2) 知 x 儿 3.Jlx， 六 ),， 这 与 已 
设 牙 盾 . 当 172 之 4 之 1 村 ,由 (6.3.14) 和 (6.3.17) 得 a 一 


28 — 1 — 26p ,. 
32 1) Rh 


yy {xr Oo Xp EE intk. 
于 旺 ,由 定义 6.1.3 的 (2) 知 Xx? 区 Dogg 人 zy 也 与 已 设 矛 盾 . 
现在 ;从 (5.3.16) 由 定理 1,3.7 的 (1) 可 知 ; 存 在 y" EE 
多 “\{191 使 得 
Cy YEK, YYyEeEE. (6.3.18) 


因为 9€E, 所 以 从 (6. 3.18) 得 ("0) 守 0 (YYEK), 从 而 yy € 
KK'\{0). 由 p EintK 和 定理 1.4.11 的 (1) 得 到 人” ，P》 二 0. 
将 @4 十 (172)8p, a 二 (1/2)6p EE 人 代入 (6.3,18): 我 们 有 


‘yal) + (1/2)6p < 0, (6. 3. 19) 
Cp, 0) tt (2)0p 0. (6. 3. 20) 


由 (6. 3. 18) 十 (6. 3. 19) 得 (y， 一 8p) 十 (1/2)6p 夸 0, 上 旭 6(y "Pp; 之 
0, 因 此 推 知 人 六 0, 导致 与 假设 矛盾 . 

定理 6.3,10 设 xES,y EV) pp, pr Eintk, 若 x" E 
9 w(x yn ;, 则 存在 9 所 天 NI) 使 得 ax” E 3og《x,， yn 其 中 
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证 明 由 定理 6.2.12 知 ,存在 g* € 下 '*\{0} 使 得 
《人 
Yr ES, Yy €E wir'). 


令 w 得 -8 ,注意 (9， ,10 和 4 ,p>0 有 a> 0, 赦 


《全 了 yy = i x 一 天 2 盏 2 
YX ES, YY EE yur >. 


由 定理 6. 2.11 的 (2), 即 得 ax* 后 3g(x, yy 上 0 

注 6.3-1 定理 6.3.1l1 表明 了 3.9Cr yn 与 3 y)5 中 
的 元 素 仅 相差 一 个 倍数 , 国 此 ,只 要 求 得 关于 基 个 p 的 色弱 次 微分 
就 可 得 到 所 有 的 结果 , 从 这 一 意义 上 ,我 们 说 awkxz， 3)5 与 p 是 无 
闫 的. 

定理 6.3.11 设 实 值 同 量 函 数 放 S->R" 是 R43- 凸 的 ,J (x) 
二 [Ar f(x)) 在 3 上 每 一 点 处 有 定义 , 令 己 一 (1，…， 
1)7 ER". 若 在 S 上 是 连续 的 ,x ES, 刚 


dw CX), 一 (>xareoo| wx 一 1], ODO, ls, A 
i=] i=1 


其 中 3 六 (rz? 是 凸 函 数 的 次 微分 ， 
证 明 ”由 定理 6.2.13 的 (2) 征 函数 次 微分 的 可 加 性 ,可 得 


1 
df = U0 ,0)) 
?nego ‘0° p) 


= UU (Be) Peraf.0) 


本” ERE" "I i 1 
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一 {Sma fin) Sn 一 1 旧 字 0 一 区 m}. 
1 一 上 1 一 


于 是 ,定理 得 证 . 

显然 , 例 6, 2.2 可 看 成 是 定理 6. 3. 12 的 锥 论 . 

例 6.3.1 考 虚 实 值 向 量 疯 数 f: R: 一 R', f(r, yy) 一 
(zl yz TE R', 届 f(z) = [xr|, rE RG=1,2), 
则 有 3f.c02 = [一 1,1J, 根 据 定理 .3,12 得 


Auf (0, 0) = (Cpas tb)T €E Rilp + pe = 1, 
nO0,a,bEeE [1,1]), 
此 外 , 当 工 记 0,y 二 6 时 ,有 
df x, 0 = {ps pb) €E Rl + tm 1, 
wi0,5E[—1,1]); 
当 工 一 0,y 这 0 时 ,有 
df Oy) = {ar 0) EE Rip = 1, 
mr 0,a EL 1, 1])i 
当 工 人 00 时 ,有 
Dr Wo = {ns pa) E RI lm ja 0} 
当 工 人 0,y<0 时 ,有 
Buf tr y= {0 — pT EE Rimi 1 pnt 0 
当 工 之 0,y 守 0 时 ,有 
3 ry Wo= {pa pa ER I+ 1, ,ph 0); 


当 工 之 0,y 达 0 时 ,有 


ni 


36.4 运算 性 质 - 275 
Af lx, y= {CC—p， —p) ER 生 十 和 一 1， His £0). 
9wftr， ys 的 9 种 情况 如 表 6.3.1 所 示 ， 


这 不 3.1 


和 一 办 i yy 
BC 


dwfiTr a ABCDI ARBC | ACD | BCD 


本 63.1 


图 6.3.1 中 的 A8CD 表示 由 直线 AB8，BC, CD 和 A 图 成 
的 上 地形 区 域 ;ABC 表示 由 直线 4B、BC 和 CA 围 成 的 三 角形 区 
域 ;AB 表示 直线 , 93。f Cx， yp 与 相应 的 区 域 对 应 . 


36.4 运算 性 质 


本 节 给 出 锥 习 次 微分 的 基本 运算 性 质 , 如 次 可 加 性 和 复合 
射 的 链 式 法 则 等 . 

设 和 集合 5 放 一 2Imr W(x) 是 集 秆 贞 英 , 太 入 演 
是 内 部 非 宅 的 尖 闭 吓 锥 . 


定理 6.4.1 设 S 忆 党 是 非 空 凸 集 , 集 倘 映 射 %: 3 -> 2* 是 


K- 硬 的 ,x ES EV, PE intK. 基 «> 0, 则 


FI Es Ps, 一 af I ys,. (8. 全 .二 


ee 
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证 明 设 a=0, 则 (6.4.1) 显然 成 立 . 设 e> 盖 0, 任 取 
x EE dlag) (x 7 由 定理 6.2.12 知 存在 9 和 天 MG) 使 得 
Cay Xp 


YX ES, Yay € aptr'), 
即 
(qa x xX, pb) 


YX ESS, YY € wer'), 


由 此 ，, 根据 定理 6.2. 11 的 (2) 得 知 x”E 中 wz， 8s， 推导 的 道 
过 程 也 是 成 立 的 . 定理 证 毕 .0 

定理 6.4.2 设 S5SC 吕 是 内 部 非 空 的 凸 集 ， 集合 由 Cr)， 
px 记 和 (和 5) 非 窄 ， 


Cpr) = + ED, YE dx), rE HS}, 
TE intS, yl Er YE Wer), 


对 于 集 值 映射 内: S—2, I) pb: -+* 2 ，YH por); 
及 机 十 Wp,; S27 FT 的 十 ge) Cx); 若 闪 和 各 在 5 上 是 天 -四 
的 ,并 且 扑 或 在 点 大 处 是 天- 有 界 首开 的 (或 连通 的 ), 则 


wt 十 pi x, 入 十 yy, (《- Fp CE, ys 十 du (Xs y2),, 
C6. 4. 2) 


dt 二 Bax) TC dy Oa lx). C6. 4. 3) 


证 明 设 x" EE 9 十 起 )X， 3 5p; 不妨 设 办 在 + 外 满 丰 天- 
有 界 逆 开 的 . 作 集 合 
E=((X,y ERX | ES y= — 
十 


F=ix yy IER XS ES By te, 
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WE Ptr DN) gq EK). 
显然 关 ;根据 引 理 6.2.1 知 intCK-epig) 天 名 ,从 而 intF 关 
;由己 知 条 件 不 难 推 得 EE 和 六 是 凸 集 ,下 面 证 明 
EMIntr = , C6. 4, 4) 
事实 上 ,否则 ,假若 上 门 intF 关 名 , 则 存在 ES, FE€ 内 (x)， 
Ba ER 以 及 看 ， 9: E 天 ,使 得 
了 一 克 一 六 二 更 
一 太一 古人 Xp (6. 4. 5) 
由 于 (下 , 8) € intF, 因 而 存在 充分 小 的 之 0 有 (x, 了 一 ep) 下， 
据 此 ,有 yy 七 总 () 92 下 ,使 得 
十 十 一 ep 
将 上 式 代 入 (6.4.5?, 有 
Le i A si i 
因为 天 是 凸 锥 , 故 
P+ x, rp— Ft ye Cx, Xp) 
二 而 十 sp 七 intA， 
于 是 ,由 定义 6.1.3 的 (2) 知 xX， 区 05 出 十 各)(x; 了) :这 与 已 设 


并 盾 . 
由 <6.4.4) 根 据 定理 1, 3.7 的 Ci) ,得 知 存 在 (x* ,EE. 守 * 
x 多 ”和 Cx" ，y") 关 自 , 使 得 


Cx 
(Xs ye YY Cry, yr EFF. ©6. 4.6) 


在 上 式 中 六 关 8 ;因为 否则 , 令 = 二 环 ， x 二 让 代入 (6.4.6) 得 
《x 一) 之 0 《Yr E€ 5S). 类 似 于 定理 6.2.4 的 证明 ,导致 与 
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xEints 政 盾 . 由 于 对 任意 的 8&E 才 有 (人 一 人 区 天 和 (rr, 2) 去 
下 ,代入 (6.4.6)3 得 


0 Yqck, 


因此 一 EKKO). 令 gg' 一 一 3', 由 pg € intKk ,根据 定理 
1,4.11 的 (1 可知 人" ， jj) 人 0 又 十 (rr 人) EENI, 代 入 
(6. 4.6) 得 8 一 <x x), 设 


Te A x 
Jr 一 蚁 一 了 
将 以 上 式 子 一 同 代入 (6.4. 6), 得 到 
《和 《一 人 一 十 一 
二 
令 妇 -AD 一 一 和 则 有 
《人 
Vr ES, YYyE pr). 
Co 
Yr ES YY EE blr ), 


所 此 ,由 定理 6.2.11 的 (2) 知 x? E31 Cx yp 8 EO yp， 
因而 (6. 4.2) 成 立 . 
由 (6.4. 2) 和 定义 6.1.3 的 (2), 容 易 推出 (6.4.3) 成 立 .上 | 
注 4.1 仅 当 内 和 是 单 值 凸 阔 数 时 , 《6. 4.2) 才 成 为 
等 式 . 
注 6.4.2 (6.4.2) 的 反 包 含 关系 ~ 般 不 成 立 , 即 
A bx yt 可 (二 CE 二 


不 一 定 成 立 . 例如 , 设 尝 一 展 ,多 一 本 大 一 了 有 一 (1 1 ， 


We 
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Wr 一 【一 他 7 Hatt) = (xr, 一 Tx) ,风光 ， Jf: 只 一 到 是 连 
续 的 和 嫩 -四 的 ,并 且 册 (0) 一 08, 网 (0) 一 0. 由 定理 6.3.12 得 


dui(0), = 1 一 向 十 让 | 有 十 谨 一 1 ,pi 守 0)， 
dap 0 = {a — plpnt pa = 1; Hi, pe 01, 
故 有 
9p 0) 十 3pat0), 一 {2a ~ ORaRl 0RLE1), 
另外 ,由 于 ( 几 十 癌 ) (xXx) 二 (0; 0)”(Yx EE 民 ), 则 有 
dp B00), = {0}. 


推论 6.4.3 设 SC 是 内 部 非 空 的 开 凸 集 ,集合 wx) CC 
R" (x € 53, m 之 1) 是 非 空 的 ,p 二 (1, 1) EE R". 记 


Wx) 一 tr) "py wT CR", 
若 集 值 映射 Y: S 一 2* 是 RY -本 的 ,x E€ intS, w(x) 在 x 处 是 连 
通 的 , 则 
9p lx), [一 | PD NAC | D3 一 1， 
一] 1 一 1 


ww € [Lo, 1;i= 1,, mm}. 《6. 4. 7) 


当 风 是 单 值 函数 时 , 上 式 成 为 等 式 ， 
证 明 若 3.wlr), 二 证; 则 (6.4.7) 显然 成 立 , 设 9) 天 
全 ;出 存在 3 EE wix) ,使 得 x* EE 3.wWlx， y),. 由 此 ,根据 定理 
6. 2. 12, 可 知 存 在 ? ER \{ 8) 使 得 
《一 一 


VX ES, YY € pr, CB, 4. 8) 


设 9 = (人 和, 记 a 一 49，Pp) 一 之 7, 作 集 值 函数 


。 380 - 第 6 章 疏 凸 集 值 胶 射 的 由 次 微分 
FS 2°, F(x) = {flf= (gs; 3), y € dr)}, 


由 (6. 4. 8) 得 

ff— Fr, YC— xX), XY EES, FE Fx'), 
其 中 = tq', 关 .因为 Ww 是 RI- 屿 的 , 则 玉 是 R4 - 凸 的 ,由 定理 
6. 2, 11 得 ax” EE 9.FCtr, 万) 再 由 燃 的 分 量 水 全 一 1 到) 在 
S 上 是 R; - 凸 的 ,并 且 在 * 椒 是 连通 的 ,根据 定理 6.4.1 和 定理 
6. 4. 2, 有 


EA 
站 
因此 
六 € > 9 
1 了 


邻 记 二 /aG 一 1，…， 十 )， 即 得 (66. 4.7》 
当 风 是 单 值 函 数 村 ,由 定理 6, 3.12 即 知 结论 成 立 . 
最 后 ,讨论 复合 映射 的 求 锥 弱 次 微分 的 问题 ， 
定义 6.41 设 5 忆 . 且 是 非 空 凸 党 ,4 3 一 2 是 集 值 映射 ， 
若 对 性 意 的 2 (0, 1) 有 
A x) + (1 一 Ver) 
CHAxr ti AX) Yr x ES, 
则 称 是 5 上 的 三 集 值 映射 ,或 在 5 上 是 耳 的 ， 
显然 , 集 值 映射 在 5 上 是 西 的 , 则 对 任何 洋 闭 凸 锥 尺 己 多， 
它 在 5S 下 也 是 天- 出 的 . 
设 用 ,多 和 之 是 局 部 凸 线性 拓扑 室 间 , 丰 ; 握 空 是 内 部 非 空 
的 尖 闭 凸 锥 . 
定理 6.4.4 设 3 己 党 是 非 空 西 集 , 集 合 f(X) C2 (YY 
3) 是非 空 的 ,Y 三 了 上 (9 ) 二 小 (x), 集 合 G(3) C 咏 全 (yyEY 了 是 非 
空 的 . 又 设 集 值 映 射 ; 5 -> 2? 在 5 上 是 凸 的 , 集 值 映 射 G: 了 一 


36.4 运算 性 质 "281 。 
芭 在 了 土 是 兵 ;- 四 的 ,由 € int 天 考虑 集 值 映射 
GF SS 2, Xr Ge FX)= LL CGO), 
FEELr) 
设 xE5,7yERr ZEGIy) yc intY. 若 GG 在 y 外 是 天 1- 有 
界 道 开 的 或 连通 的 , 则 
.Go Flx, Zn 一 (1980 Cy PNY ECG，z)p |， 
《6. 4, 9) 
其 中 集 值 函数 
0: S > 2, x OX) = {y's y) | EE FOr)}, 
38(x，*…) 是 8 在 x 处 关于 5 二 1 的 + 一 次 微分 
证 明 设 x* € [380(x,， 《yy J))1|y”E 3wGAy， Zp}, 先 证 
明 #8 在 SS 上 时 RR; -四 的 ,为 此 对 任意 的 六 ,天 ES 和 和 任意 的 4E 
{Os 1) ,性 职 ¥ 扰 Flx!), y 和 如 人 rz) 由 下 在 5 上 是 凸 的 ,出 
Ayl + 1 CO— My EE FiAr + (1 — Mx}. 
因为 Ay 二 一 Dy 
所 以 有 
Cy Ay OA E ty, 十 《1 一 总》 
由 此 有 家 (x 站 十 (一 入 OCX C680 十 (1 一 Dx) .再 由 了 在 S 
上 是 凸 的 ,得 知 了 是 凸 集 ,下面 证 明 恕 * 产 在 3 上 是 天 :- 止 的 , 设 对 
任意 的 xz, x 全 S 和 任意 的 AE (0 1) 任 取 2EC- FT 和 
侣 。FCx Dy 则 存在 yy 了 F(x!) 和 七 FCx*:), 使 得 zx! 后 C(07) 和 
Zz 蕊 Gly 由 于 CC 在 YY 上 是 尺 ,- 西 的 ,我 们 有 
A VeeEcGhy' t+ Cody RK. 
《6. 4. 10) 


另外 ,由 下 在 S 工 是 凸 的 , 则 


282。 第 6 覃 锥 凸 集 值 映射 的 锥 次 微分 
4 Co DyEF A Oo Nr), 
根据 (6. 4. 10) 和 上 式 , 有 
A (VeeEGFOR oA) + KK 
由 此 得 知 8 在 S 上 是 民 .- 出 的 ,G*。 玉 在 S$S 上 是 外- 凸 的 ,因为 
x € a0(x, (y* , y)),， 
由 定理 6. 2., 12 可 得 
Cp 
Yr ES, YY EFCx'). C6. 4.11) 
再 根据 六 E 93.GCy，z)。 ,由 定理 6. 2. 12 可 知 ,存在 EE Rr\MO) 
使 得 
《一 
Vy EY, Yr € Gy ). 
从 于 式 和 (6.4. 11) ,我 们 有 
Cd OO 
Yr ES, Ya EG F(x). 


根据 定理 6. 2. 11 的 (2), 便 得 x* € 96G < F(x, 0p 
现 设 x EE dG + Fr, z)p， 作 和 集合 


Si yx)ESxXE|IyY EY = 7 
TE Gy), gE Kl 
so= {yy EB XI ES, yy EF), 
2 


由 于 仿 和 种 Y 是 西 的 ,正在 上 是 凸 的 ,G 杆 开 上 是 下- 上 是 的 ,容易 


tT OPE 


re ee 


#6.4 这 荐 性 质 =- 2. 


推 知 5S, 和 SS: 是 多 XxX 空中 的 目 集 ,由 已 知 G 在 3 处 是 KK,- 有 界 逆 
开 的 ,根据 引 理 6. 2, 1 得 intS) 关 他 .下 面 证 明 


Ss 门 intS 一 沼 ， C6. 4， ]2) 


事实 上 ,否则 ,假若 存在 TE S, FE FQ), ZEGOD 和 gE KK,， 
使 得 


> 十， Z 一 《Xp 一 十 信 一 二 ， 《站 4, 13» 


并 且 CY ,2 EintS 则 存在 正 数 14 盖 0 使 得 (7 ,和 一 和 pp) EES 
赵 又 存在 万 Gly') 利 | Kk), 使 得 


Zz 一 AP 二 十 全 一 Zz. 
由 《6. 4. 13? 和 上 式 可 知 立 E€ G。F(X) 各 
二 pl = 
整理 上 式 ,得 
z 一 tx, Xp Co— {Er Kp) = Apl TE intk,. 


由 此 , 按 定义 6.1.3 的 (2) 得 到 x 区 3wG。tx,z)y ,这 与 已 设 弄 
盾 , 由 (6,4. 12) ,根据 定理 1.3.? 的 人 (17 可知 ,存在 (9 ,2") E 名 
xX 空 * 和 (Cy'，z*) 半日 ;使 得 


Cy Fe, x, EXP 


Yy EY, Ye E GC) YE Ki YEE S, YY E PLA). 
{6, 4. 14) 


在 (6. 4. 147 中 邻 一 zh 误 一 YI 一) 一》 得 到 
(0 Yn EK 
易 知 有 z* 关 0( 因 为 车 zx" 二 1, 则 从 (7 天 1 得 六 天 下, 由 
C6. 4. 14) 可 知 
(yo Vy EY, YY E FUE), 


mE 


+ 284 。 第 5 音 锥 凸 哥 值 映 射 的 惟 了 次 微分 

故 得 对 任意 的 人 EY 有 (六 一 分 之 0 类 要 于 定理 6,.2.4 的 证 
明 ,导致 与 了 EintyY 相 子 盾 . 于 是 ,得 知 有 Xx* 七 天: \{ 0}. 对 任意 的 
YE Y 和 任意 的 tz E GOOy 在 (6. 4.14) 中 今 下 一 研一 迷 人 一 
人 8, 则 有 

{2 yy YY EY, Ye EoyY). 
念 下 一 一 ¥ A 一 ,注意 “如 ， 下 0, 上 式 妇 为 
dt 
YY EY, Ve EGYy). 


由 此 ,根据 定理 6. 2. 11 的 (2) 得 了 ”EE 3 GCy,z) 5 对 任意 的 了 TES 
和 任意 的 了 EE F(X) 在 (6. 3.14) 中 令 一 0， 了 一 yz 一 2 有 同 得 


(Fy x Xx) YFES, VYE FT). 


于 是 ,从 定理 6. 2.11 的 (2) 便 得 x*€ 3 于 x，:* ,3)),; 由 3 了 * 的 任 
意 性 , 玻 知 (6. 4. 9) 成 立 .[ 

若 .5 一 民 , 多 二 R", FF; 5 一 R" 是 单 值 可 微 向 量 函 数 , 则 
(6. 4. 9) 成 为 


dG oFlx, 2» = 人 ”JP Ny € dG z),,}. 


定 尺 下 4.2 设 了 Y 志 多 是 天 - 西 集 ,G:7Y 一 2 ，yrrefy) 是 
集 值 映射 . 若 对 任意 的 六 ， 严 各 了 ,任意 的 4AE (0, 1), 存 在 yy EY， 
EkKR,, 司 得 Ay 十 (一 和 二 ;十 计 有 

MGC 十 (1 一 GO TG + KK, 


则 称 集 值 映 射 G 在 上 关于 天 是 民 |- 中 的. 

姑 然 , 若 了 是 西 集 ,G 在 Y 上 关于 扩 是 Ki- 凸 的 ， 则 G 在 了 上 
也 是 玉 ,- 凸 的 . 友 过 来 , 若 Y 了 是 凸 集 ,G 在 了 上 是 天 ,- 凸 的 , 则 避 在 
了 上 关于 下 也 蚌 天 ,- 凸 的 ， 

定理 6.4.5 设 SC 统 是 非 空 凸 集 , 集 合 FCO) CS (VxE 
S) 是 非 空 的 ,Y 一 FS) = 出 F(z) ,集合 GO 人 写 空 (YYyEY) 是 


$6.5 锥 方向 导数 和 惟 瘟 方向 导 教 » 285* 
非 空 的 ,x E S$S, yyE Flr), 2 EGO), y EintY, p, EintKk. 
设 集 值 映 射 玉 ,SS 一 295， rrrRpx) 在 3 上 是 天 - 凸 的 , 集 值 映射 
CGY,ymr G0) 在 YY 上 关于 下 荐 Rl- 止 的 .对 于 集 值 映射 


€r “FF. SS — 9， 大 Fe 人 F(x) = GF())= 出 ,CF 
车 忆 在 y 处 是 天 -有 界 逆 开 的 或 连通 的 , 则 
3G oo Fx, 2), = (a (x Cy ¥)) Ny € 3G (Cy, 2),,1, 


其 中 集 值 函数 :5 一 中， Fe 有 人) 二 {yy)|y EE Fx) 
十 天} , 集 值 映射 Gi: 了 十 关 一 和 yrrGCy). 若 存在 六 YY， 
qi 人 扬 儿 使得 3 二 六 十 而 : 则 GC) = G0). 
证 明 ” 作 集 值 映射 恶 ,, 5 一 3，YreRiCx) F(x) 一 F(x) 十 
KK. 由 于 下 在 S 上 是 天 - 凸 的 , 则 FF 在 SS 上 是 西 的 , 由 避 的 定义 
可 得 ， 
CG» Flr) = He) =, U Gy) 


二 Fz) 十 屁 


一 {J Ci 一 GO 出 F (rx), 


因为 G 在 Y 上 关于 天 是 玉 - 古 的 , 按 定义 5.4.2 可 以 推 得 吕 , 在 
Y 十 芮 上 是 改 - 四 的 ,县 由 王 在 5 上 是 天 :- 凸 的 知 了 十 天 是 止 梨 . 
由 yy EintY 有 Eint(Y 十 天). 显然 ,G, 在 ?处 是 天 ;- 有 界 道 开 
的 或 连通 的 ,由 定理 6. 4. 4 可 知 结论 成 并 .中 


§ 6.5 锥 方向 导数 和 锥 弱 方 同 导数 


我 们 知道 , 设 5 性 免 是非 空 上 四 集 , 集 值 映 射 风 5 一 2 Er 
#try 在 S 上 是 天 - 凸 的 ,网 天 -ep 记 是 西 集 . 又 设 点 友和 六 生 
wx ya 是 实数 ,出 


Tow CCX", 和) {UalK-epiy — x", 加) |] (8. 5. 1) 


。286 ， 第 8 童 以 凸 梨 值 映 射 的 锥 侈 微分 

是 天 -epiy 在 点 Cx ， Jy" 处 的 切 欠 . (6. 5.1) 等 价 于 ; {4d, r) € 
Tkepgptx"，y") 当 且 仪 当 在 在 序列 { 硬 } 己 溉 {mm} 入 光 和 { 轴 } 入 
(0, 十 50)) 当 甫 一 00 上 时 有 于 一 dd ,下 一 rr, 外 一 0 使 得 六 十 r 
EE yr 二 由 此 从 6.5.1) 得 知 


K-epif — Cx, FY CC Tpy Cr, y°). 


定 必 6.5.1 设 集 全 SC 避 非 空 , 交 : S 一 2* 是 集 值 映射 ,点 
x ES EY) dE , 记 集 合 


Yor ys dd) rE DI, r) E Teamwlx’, 多) 上 
(6. 5. 2) 


C1) 若 六 Cy 区 并 且 不 存在 yy EE 于 Cx， 
天， 8) 使 得 
yx, yd yEK\{0), 


则 称 y Cx*， yr; dd} 是 集 值 映射 在 点 tx",，3 中 姓 沿 方向 4 的 民 - 方 
向 导数 .在 C(x?，y") 处 沿 d 的 所 有 业 - 方 向 导数 组 成 的 集合 记 作 
pry :dd 
(2) 车 (所 于 Cx yd) ,并 封 不 存在 YE€ Cx"， 
y', 贡 ) 使 得 
六 一 和 Int 天， 


则 称 y'Cx',，y*; dd) 是 集 值 映射 在 点 (x?，y) 处 沿 方 向 的 天 - 颈 
方向 导数 . 业 在 C(x， 六 ) 处 沿 方 间 的 所 有 天- 轮 方 向 导数 组 成 的 
华 合 记 作 (x ， 妆 :好 )， 

显然 有 VY 以 A , 当 = ER, KC= ki 
WW x yd) = x, ys A). 

注 6.5.1 特别 地 ,车 :于 = 二, 视 是 Banach 空间 ,jy 一 了 :SS 一 民 
U {十 oo) 是 实 值 山 函数 ,并 且 广 在 x* € 5S 处 满足 Lipschitz 条 件 ， 
则 由 定义 5.2.2、 定义 5.3,1 和 定义 5.4.1 侣 知 , 这 里 的 锥 方向 导 
数 六 Cx?，fCx*); gd) 与 DD- 切 导 数 或 C- 切 导数 是 一 致 的 . 并且, 由 


8 6,. 5 疏 方 向 导数 和 惟 弹 方向 导数 - 287 ， 
定理 5. 4,z 还 可 知 , 锥 方向 导数 疡 (z，7rzoi 4) 等 于 第 4 章 定 义 
的 G- 方向 导数 , 即 产 (x',， Fx) 1d) 一 r(x?yd). 

以 下 讨论 锥 方向 导数 和 锥 弱 方 向 导数 与 锥 次 微分 和 锥 弱 次 微 
分 的 关系 . 

定义 6.5.2 设 YC 是 非 空 集合 ,KC 多 是 财 凸 锥 . 

(1) 车 存在 点 a E 罗 使 得 了 Ca 十 下 , 则 称 Y 是 儿 - 有 和 界 集 ， 
或 了 是 天 - 有 办 的 ， 

(2) 若 Y 十 下 是 闭 集 , 则 称 Y 是 K- 闲 某 ,或 了 是 天 - 末 的 ， 

引 理 6.S.1 设 和 集合 YC 多 非 空 . 阁 了 是 尺 - 闭 的 和 天- 有 界 
的 , 则 YY 是 久 - 半 紧 的 . 

证 明 见 文 献 [27] 的 命题 3. 3. 5. 站 

引 理 6.5.2 设 集 合 Y 了 CB% 非 空 , 尺 C 久 是 内 部 非 空 的 尖 团 
凸 锥 是 天 - 半 紧 的 . 

(YY CHY, Ky + kK, 

(YCA Yr, Ky+intKU In}. 

证 明 见 文献 L27j] 的 定义 3.5.1 和 定理 3.5.4, [ 

设 E Sy Ex, 

DPD- ldE RIV, y, d)¥ YZ}. 

车 5 一 2, 则 显然 有 六 一 骂 . 

定理 6.5.3 设 SC :是 非 空 凸 集 ,%: 一 2 是 集 值 映射 ， 
xES,yE SY, 万 =S，PeEint 开 .着 人 在 9 上 是 天 - 凸 的 ,并 且 
芝 (xz，y 0) 旦 天 -有 界 的 , 则 对 任意 的 芭 E 有 有 安全 四 天 好 
和 多。Cx， yi Gd 天 人 巡 , 并 用 


HX, yp 

| ; 
Dx € x" |9€ 4 U [Yrs yd) ~— tx, d)p], 天 | '， 
DT Pp 


= {x € 2* loe Sl UY, [pls p31 4) — Cx, dp], K}}. 


: 388 ， 第 6 章 内 凸 集 值 映射 的 峻 次 微分 


证 明 取 尾 意 的 里 , 2 忆 名 ,任意 的 rE 于 (x， yd) 由 
C8. 5, 2) 知 (， ri), ca, mE Te (x, 了 7 因为 了 Repiaf y) 是 
凸 锥 , 故 (@ 十 和 三， r! 十 EE 了 ie ?) 出 由 (6， 5, 2) 有 十 天 
E(x 十 qd). 因此 ,得 到 

Ver, ys dE y, CY y+ Wd, dE HR. 
对 任意 的 dE 物 , 令 恒 二 dd 一 一 qd, 取 点 rf EE (Xx,， yd), 我 
们 有 
Weir, Fr dd) 二 rEtxr, Fr 0 ), 

因为 多 (x，y，0) 是 KK- 有 界 的 ;所 以 由 上 式 可 知 玫 (x，y, 也 是 
天 -有 界 的 . 男 外 ,由 了 koplx，y， dd) 是 闭 的 , 易 知 严 (x,，y, d) 也 是 
闭 的 ,又 因 天 是 闭 的 ;从 而 灾 (x， 7, 中 是 天 - 闭 的 . 由 此 ,根据 引 理 


6.5. 1 可知 更 (rz，?，g) 是 天 - 半 紧 的 ,再 由 引 理 6.2.5 得 知 风 fx， 
J 隆信 和 业 (x， 71 dd) 产儿 .于 是 ,根据 引 理 6.5. 2 得 到 


Vix, y, d) Cr, FE 十 把， 【日 , 5. 3) 
Yr, yd) CC ptx, 了 ED + KK. 《6. 5. 4) 


[一 6 dyp | 天 | }， 


| Cds rE TE pip 9) 


(6. 5.5) 


Ss= {x* EN oeal ULy Cry ys Dx", dyp], K)), 
C6, 5. 6) 
| r 一 人 + d)p |， K| )， 


《6. 5.7) 


Ss {x EW lo€e,. 


Cd, ET epig t+ $) 


SEE YL, yx, ap] K)). 
C6. 5. 8) 


$6.5 锥 方向 导数 和 愉 弱 态 向 导数 " 289 + 
先 证 明 3, 二 5,. 设 x"E 5,, 慨 车 x* 攻 人 ，, 则 窑 在 (4d', r') 万 
Tepig(¥ ' }) ;使 得 


0— (rr — (x', dp)€E K\(0). C6. 5.9) 


另外 ,由 (6.5.2) 和 (6.5.3) 知 TE Wx yi 和) 十 尺 , 故 存在 gE 
KE Wr yd ) 使 r' 二 y' 十 q .再 由 (6.5.9) 有 


OO— yO— x ,pp EKO To CRID}, 


于 是 得 知 x' 区 SS;, 这 与 已 设 巴 盾 . 反之 , 设 x*E SS, 则 不 荐 竹 (4， 
FE Trop 天， 了 使 得 


~ {ro tr, dp)€E K\O). C6. 5. 10) 


由 定 交 6.5.1 知 六 Cx; 和 C(x yd) , 故 再 由 (C6. 5,190) 可知 
不 存在 r EV Cr 7; 0) ,使 一 {rr 一 《x' ;dDp} KKMO), 从 市 x 
EE 5,. 

辣 证 明 3S 一 5， 类 似 ， 可 由 《6, 5. 4) 椎 得 9 一 .94 按 定 多 
6.1.2 可 知 引 CS 从 而 有 8 CS 现 证 Si CC 3px yy. 设 工 " 
E 5, 二 51 从 (6,5.1) 知 对 任意 的 x 所 信和 蕊 (x') 有 (x' 一 
x 一 JET7Txenskt yy) 于 是 ,由 (6.5.5) 可 得 了 一 多 十 人 
x 一 六 PK\MO}, 再 由 定义 6.1.3 的 (1) 便 知 x" €E 9gCx, y),. 
类 似 地 ,出 (6.5.7) 和 和 (6. 5.8) 可 以 推 得 S, C3.06(Cx, 3)，;， 

最 后 ,证明 3.gkxz, y) CC So. 用 反 证 法 ,假设 YE 3y(x, 3)， 
而 六 和 5, 则 有 2" 作 S， 由 此 ,存在 (@ 六) E 了 Troy， y) 使 得 


0— (r' — dx’, d)p)€ intk, (C6, 5. 11) 
因而 有 序列 {4 和 } 己 守 {rr 己 多 和 人} CC 人， 十) 当下 下 2 
时 ,有 -一 4d， 一 宙 一 0, 使 得 
J 二 NE 十 Ad) 十 尺 ， 类 二 1， 2， 


据 此 ;存在 EV 二 可) 和 EK 全 十 疡 = 填写 六 (kh -= 
l1, 2， …) ,或 有 
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=r/ k= 1 2 

合计 二 十 宙 开 ) 罗 于 二 Cx 一 XY) 二 1 2 
VC). 因 为 当 训 一 0 时 ,一 和 一 让 ,本 Us 对 充分 大 的 引 , 由 
(6, 5. 11) 得 知 

— yp, Xr YD E intk, 
从 而 有 了 一 十 "一 XD 人世 int 太 .于 是 ,根据 定 闵 6.1.3 的 
2) 得 x' 攻 9x,，y) 导致 与 已 设 蔬 盾 ,1 

定理 6.5.4 设 SC 久 是 非 空 症 集 ,¥Vy: 人 一 2 是 集 值 映射 ， 
ES, yEWX), D=5, pEintk. 若 Vy 在 S 上 是 色 - 上山 的 ,并 且 
于 (x，y， 旭 ) 是 尺 - 有 界 的 , 则 对 任意 的 dE 党, 用 Cx， yy; 中) 和 
Vx, yi dd) 关于 4d 在 党 上 是 居 - 本 的 . 

证 明 由 定理 6. 5.3 的 证 明 可 得 

lx, y, dd) + er, yd) CC Pr yd +) 
yd,de .mw. 

和 在 由 c6.5.3) 各 (6.5.4) 得 到 

prs | 好 1 ) 十 rs ps 和 Toix, 了 of 十 df) 十 友 ， 

px pr dD yd) CHE, yd) + kK. 
因此 ,定理 的 结论 成 六 .中 

定理 6.5.5 设 SC% 是 非 空 凸 华 ,WW: S$ 一 2” 是 集 值 映射 ， 
ES EDN), DD= 5H, peEintk. i 设 y 在 S$ 上 是 KK- 同 的 ,并 
ir, Jy: 8) 是 到- 有 界 的 ， 

(1) 苦 社 在 4" EE int 玉 * ,使 得 

(qr dg pp) Yd, rr) EE Trepw x, y), 


BE dpx, yop, 
(2) 车 存在 9' 马 intKK" ,使 得 


6.5 锥 方 疝 导数 和 惟 弱 方向 导数 + 291* 
《和 
好 让 后 吓人 和 
Mix” € dptr, yy. 
C3) 车 存在 g* 气 玉 *\《0}) ,使 得 
‘x, dg ,Pp) Yead, Fr) EE Tr ls y), 
则 天 " 捷 du Py. 
(4) 车 存在 8g 下 “\{8}; 使 得 
‘gr dg Pp? 
好 相反， YY La g(x, 了 dy,， 
出 * 后 Oxs ¥)p. 
证 明 (1) 因为 对 性 意 的 xE 5S, YE W(x, 有 (CX 一 Xx! 一 
y) EE TEowtx， 3), 所 以 根据 定理 6.2.11 的 (1) 可 得 结论 ， 


(2) 反 证 :假若 x" & 3g(x， ys, 由 定理 6.5.3 可 知 ,存在 7 EE 
pw (x, Fi 条 使 得 


0— yO— (x*, dp) Ee KMDO). 


再 由 gg 全 intKkK' ,得 tg' ;Xx' ， 人 8 pp ;与 已 知 闻 上 盾 . 

C3) 与 (1) 的 证 明 类 羽 . 

(4) 与 (2 的 证 明 类 似 .0 

定理 6.5.6 设 $ 叶 地 是非 空 贞 集 ,9 S -2” 是 集 值 映射 ， 
ESyyEWc，D 一 3，pEint 基 .又 设 % 在 3 上 是 天 - 凸 的 ,并 
且 要 fg，y， 8) 是 天 -有田 的 . 若 基 日 0 人 ?7 则 存在 4” 入 
KK"\{0}; 使 得 

‘qd tg, pb) 
YdE ,VYy EVx, yt, 


(qs) x dg , pp) 
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vd 刁 5 YYy 多 4d), 

qr dp? Vd rr) EE Trwpw tx, Y). 

证 明 只 需 证 明 最 后 一 个 式 子 成 并 , 设 x' E96plx, 3),; 由 定 
理 6. 5.4 的 证 明 可 知 x" 扎 S;. 和 作 和 集合 
E= (y Ey =—r+ tr ,dd), (A,r) € Troy 了 
则 所 是 凸 集 ,并 且 五 门 int 天 一 他 .由 此 ,利用 定理 1.3.7 的 人 1》 可 
知 , 存 在 4g” 关 0 使 得 

(qa VIEKRK, Vy EE. 


由 于 0EEN 仆 太 , 故 对 任 音 的 9E 大 ,有 tg'，9) 实 0,; 因 此 9g*€ 
KK*、0), 再 由 0 六 4 PC 五 ), 即 得 结论 .1 
定理 6. 5.7 设 SC 澡 是 非 空 凸 集 ,y; S->2” 是 集 值 映射 ， 
EES, yE vr), DD= 5, FE intk. 又 小 在 S 上 是 尺 - 同 的 ,并 
且 和 (x,，y,， 0) 是 -有 界 的 . 着 存 在 x" E96(x ,3p 和 了 EX， 
Ys 如 ,使 得 7 — (xX",， dp, 则 
F= (max{tx’, A)|xX" €E duplr, yp Ip. (6.5.12) 
证 明 ” 必 集 合 
E= {y Ey =— 3+ x, dp, xr" E Iflx, ys), 
注意 :了 和 4 是 给 定 的 . 从 定理 6.3.2 知 3.9Lx, 8)p 是 凸 的 , 故 五 
是 西 的 . 由 定理 .5.3 可 推 得 记 门 intK = 邮 , 再 利用 定理 1.3.7， 
即 知 存 在 9 关 8 使 得 
(人 
由 于 Ge€EEENK. 圾 对 任何 gq 七天 有 (4' :9) 守 0; 因 此 gg* € 
K'\{0Y, 上 式 对 任何 六 二 一 了 十 tx ,dp EE, 有 


(ge 


§ 6. 5 锋 方 向 导数 和 锥 弱 方 向 导数 . 293 ， 
从 已 知 了 一 (I' ,dp 代入 上 式 , 得 
下" ,dr ,dd Yr Eaplr, yys 
因而 《6. 5. 12) 成 立 . 中 


定 艾 6.5.3 设 3 志 :有 是 非 空 止 集 ,%: 5 -> 2 是 集 值 映射 ， 
点 XE 3， yy 元 ry. 若 妆 在 驴 上 是 KK- 凸 的 ,出 称 集 合 


Nycpw Ck 里 如) 


一 2 站》 去 0， 
vd, r) €E TkopwlX", y")} 


是 集 慎 上 映射 J 在 点 Cx ，y 外 的 法 锥 ， 

定理 6.5.8 设 $ 忆 .3 是 非 空 止 集 ,: 5 一 2” 是 集 值 映射 ， 
x ES yEYA), D=5, peintK. 又 设 风 在 8S 上 是 天 - 凸 的 ,并 
且 理 (xz，y，0) 是 玉 - 有 界 的 . 

(1) x“€ 98x ys 当 且 仅 当 存在 gE€ 尺 *\{0) ,使 得 


(Cg" ， PIX ,~ 人 所 NE wiptk, $F). 
(2) 荐 存在 9g'&€ int 开 ,使 得 
(ag, pr 一 人 和 Nop (lr, $), 


Wx EE 30x ¥),. 
证 硼 ”由 定义 .5.3, 定 理 6.5.5 和 定理 6.5.6 可 得 证 .0 


第 7 章 ”一般 集 值 映射 的 
锥 弱 次 微分 


在 上 一 章 , 我 们 研究 了 欠 巧 集 值 映射 的 锥 次 微分 问题 . 本 章 将 
对 一 般 的 集 值 映 射 引进 两 种 锥 弱 次 微分 概念 ,并 讨论 它们 的 - 些 
相应 的 性 质 ， 


$7.1 有 效 Hahn-Banach 定理 


在 第 4 章 , 我 们 看 到 了 Hahn-Banach 定理 在 证 明 Lipschitz 函 
数 的 次 微分 的 存在 性 以 及 其 他 性 质 中 起 到 了 关键 的 作用 . 现在 先 
证 明 关 于 上 售 值 上 映射 的 有 效 Hahn-Banach 定理 ,为 后 面 研究 一 般 集 
值 映射 的 锥 弱 次 微分 打下 基础 . 

设 写 和 多 是 局 部 是 线 性 拓扑 空间 ,' 宕 ”和 名 "分 别 是 各 
和 多 的 对 偶 空 间 , 集 合 3 E 孚 ,gg3 一 和， xzregz) 是 集 值 映 
射 , 又 设 下 性 名 是 内 部 非 空 和 的 尖 闭 西 锥 , p E int 开 ,天 "是 天 的 对 
偶 锥 . 

定义 7.1.1 设 集 合 5 志 .5 有 非 空 , 点 如 Eint$, 若 存在 一 点 
a 和 x? 的 一 个 邻 域 U(x") ,使 得 $Cx) Ce 十 天 [YE EU ， 则 
称 集 值 映射 多 在 点 x" 附近 是 局 部 玉 - 有 界 的 ， 

引 理 7. 1.1 设 集 侣 3 二 .5 非 空 , 和 Einte. 若 y 在 x 附近 
是 局 部 (一 玉 )- 有 界 的 , 则 int( 天 -ep 让) 天 杂 ， 其 中 天 -ep 是 区 在 
SS 上 的 天 -上 图 得. 

证 明 与 引 理 6.2.1 的 证 明 类 亿 . [ 

定理 7.1.2 设 绢 性 流 是非 空 线性 子 空间 ;在 化 上 古 


8 7,1 有 总 iahn-Banarh 定理 = 
民 - 凸 的 ,站 x 所. 光 ' 附近 是 局 部 (一 天 )- 有 界 的 {或 尺 -有 界 道 开 ， 
或 连通 的 ) 者 存 定点 xi EE -地 ,使 得 
O€ El UG) 一 (天 | 
则 在 在 线性 泛 函 评 `E .%*" 使 得 
Xi XO EE YEE 
并 且 
OE ol UY Lg) — CE , rpj, K). 
证 明 设 和 集合 
Si= {x rE RR, yy EY) + kK}!, 
Ss = XP) E ,y= {xt Xp}, 


rr 


则 5S; 和 是: 汉 X 客 中 的 子 集 ,并 旦 易 知 3, 尖 信 . 另外 ,由 引 理 
7.2. 1 或 引 理 6. 2. 1 或 引 理 6. 2. 3} 可 得 intS, 关 妆 .、 现在 证 明 


So 门 intos 一 个 ， 《7. 1. 1》 
事实 上 ,假若 有 (人 YES 门 intSsi, 因为 p 关 8; 刚 存 在 4 人 0 
使 得 (Cr 一) 后 因此 ,有 XE 和 gg 二 上 胡 ， 
使 得 

《二 
南 于 号 所 int 天 ,上 赂 有 
DO— (yO txt xp) Mp to Eintk. 
据 此 ,由 定义 6.1.2 的 (2) 得 
Ol YU [gr) 一 《xd xyp | Kl, 


这 导致 与 已 知 了 矛盾 . 故 (7.1.1) 成 立 . 现 由 {7.1,1), 利 用 定理 
1.3.7 得 知 . 存 在 (六 六 "Xx 和 (x',y*) 关 者 使 得 


PT 
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人” 直人 
VIE RB, Vy Ep, Yq EE RK, Yr EE 12) 
由 于 已 知 首 E Wy(x) 一 《xs ,pj], 从 而 存在 TE 到 使 得 了 E 
gx) 和 了 二 《x ， Xp ,因此 (二 也 E Ss 门 51. 由 《7.1.2) 可 得 
(YY 天， 


因为 2 是 线性 子 空间 , 了” 关 和; 所 以 y'E KK"\MO0}. 再 由 忆捷 
int 玉 和 定理 1.4. 11 的 (1) 可 得 人， 用) 半 0. 又 由 于 弛 是 并 性 子 
裤 间 ,上 故 由 (7. 1.2}) 得 到 


《和 
设 元 " 一 一 YA， 8， 从 上 式 有 
{KR A) YX, EE 2, 
得 由 (7. 1.2)? 可 得 


Cy EK 0 VAER, Vy E px). 
《7. 1.3) 


现 假设 
0¢ ol YU [yx) 一 (¥°, x)pl, K), 
根据 定义 1.2 可 知 存 在 EE 沼 ， EE W(X")，, 使 得 
太一 | 部 — (x, Ep) E intk. 
因为 y”E€ 天 AD， 所 以 得 到 
(六 ,一 加 十 和"， 和 ?有 8) > 0， 


这 与 (7. 1.3) 政 盾 . 于 是 定理 得 证 . 吓 
推论 7.1.3 设 绢 己 鸳 是 非 空 线 性 子 空间 ,在 党 上 是 
玉 - 凸 的 区 在 关 反 到 附近 是 局 部 (一 六)- 有 界 的 (或 天 -有 界 赣 


$7,1 有 效 于 ahn-Banacb 定理 + 了 837 。 
并 .或 连 道 的 ). 将 存在 点 好 和 孚 和 时 和 毛 慌 <) ， 使 得 
《了 》 Fg YE YE Br) 
以 及 了 二 (xi ,Dp, 其 中 了 EE yx), 则 存在 线性 泛 函 "EE .和 和 
¥" EE KKK“\10}, 使 得 
(X= NF XY YXAE 2 
利 
CWT, A YXE RR, VYy EE yr). 
证 明 先 证 明 有 0E Sl LPO) 一 《xe ，X)p], 环 |. 因为 
否则 ,由 定 多 6.1.2 的 (2) 可 知 ; 存 在 x' E€ 性 ,， y'E glx'), 使 得 
0— (yO— xie, x dp) E intK. 
据 此 .由 ppEintK 和 gi 天"\M0}, 我 们 有 
4 — y'» 十 * Xp 0, 
这 导致 与 已 知 牙 盾 . 由 已 证 的 结果 ,根据 定理 ?7.1.2 的 证 明和 
《7. 1. 3) 可 知 , 存 在 线性 泛 郴 了 E€ 有 和 #" 下 '\{0), 使 得 本 
定理 的 结论 成 立 . 
推论 7.1.4 设 各 性 嘻 是 非 室 线 性 子 空间 , 放 . 完 一 RR 是 凸 
多数 ,并 有 目 是 连续 的 . 兰 存 在 好 后 县” 使 得 


(Xo IE) YXEY, 

又 /AX 一 对，F)， 其 中 庆生 .区 ， 则 存在 线性 泛 冰 部 所 党 ”使 得 
< YFES 

可 (证 SF) YXE TB, 


证 明 由 推论 7.1.3 可 得 证 . 

为 了 证 明和 集 值 映 射 在 一 点 处 的 廷 拓 成 立 , 以 下 引进 集 值 映射 
的 锥 次 线性 性 的 狂 念 ， 

定 浆 7.1.2 设 和 集合 3 CC 号 非 宇 省 : 尝 一 2 是 集 值 映射 . 


mr 


“298 。 第 7 间 … 短 人 桌 乙 遇 射 的 锥 蔓 次 微分 

C1) 对 任意 的 xES 和 有 a 放 0, 有 War) 一 上 Ce 正 齐 次 
性 ); 

C2) 对 任意 的 go 承 后 SS 且 十 届 ) 他 作 (二 天 ) 十 
下 ( 深 可 加 性 ). 
则 称 集 值 映 射 多 在 3 上 是 天 -次 线性 的 . 

品 然 ,在 3 上 旦 天 -次 线性 的 , 则 间 在 3 上 是 天 - 凸 的 . 

定理 7.1.5 设 集 值 映射 多 在 . 受 上 是 天 -次 线性 的 交 在 :和 
中 的 荣 一 -点 处 附近 是 局 部 (一 天 )- 有 界 的 (或 天 -有 界 浇 开 的 ,或 
连通 的 ). 刀 入 过， 和 和 W8) 筷 下 . 若 有 有 入 天 AiS) 全 
inf (97 3) 之 一 2 则 存在 线性 泛 图 关 短 . 才 ,使 得 


MER 
inf Ca BERDY = x, Xp) (7. 1. 二】 
和 
OE A, LU B00 一 人 xp] K). 
证 明 先 考虑 x 关 0 的 情况 .从 p EintK 和 gi 所 太 '"\{0}， 
由 定理 1.4.11 的 (1) 得 (qi ,pp) 关 0. 
设 a= inf《ge p(x)》/t2，P}， 则 有 


(qi py Ag bp) WY EE wir). 7.]1.5) 
因为 多 在 党 二 是 天 -次 线性 的 ,我 们 有 
px) ITCH) + CKk. 
二 gE 民 " 0 则 得 


Cat 0 YE WR, VF E px). 
(7,1.6) 


直击 证 明 有 
《可 y* 一- a , bp» Yr 天 [ve 一 Xx), ?7.1.7) 


事实 上 ,假设 (7.1.7) 不 成 立 , 则 存在 人 0 和 六 和 内- 六 )， 使 得 


有 EC 


$7.1 有 效 Habn-Banach 定理 :9 。 


(的 一 全 (7.1.8) 
再 由 a 的 定义 可 知 存 在 六 E we 使 得 
(qt yoy Tatgr sr p+ oO. (7.1.9) 


考虑 [7.1.8) 十 (7.1.9), 有 
cq 0 


但 它 与 47.1.6) 耶 盾 . 另外 ,由 如 关 有 和, 故 存 在 和 © :人 "使 得 
x 有 


in BOXED = Cri Cg + Pp). 
从 (7. 1.5) 和 (7.1.7) 可 以 推 十 下 面 两 式 成 立 ， 
(x NIP— FEintk VyE wir}, {77.1.10) 
rp — yintk VYyE Pr), 7.1.11) 
因为 假 车 (7.1.10) 不 成 立 , 则 存在 yy 所 x") 使 
xr KP y' €E intk, 
从 gg 万 "\10} 则 得 
(ge, es EP) — (ges) 0, 
这 与 (7. 1.5) 矛 盾 . 类 筷 可 证 (7.1.11), 现 设 作 = 人世 |x 一 
ax", a 马 民 ,显然 妊 是 .党 中 的 非 空 线性 子 空间 .我 们 证 明 丰 
Hs < Locx) — x, xp] K). (7.1.12) 
事实 上 ,假若 0 | [07) 一 《x0 ,x*)pj,), 则 存在 a' € 
RR 使 得 
Ri AX YE intk, yE Pax), (7.1.13) 
王 曾 分 三 种 情形 讨论 ， 


pa pp or He rH 
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(a) 当 刀 二 站 时 ,从 (7.1.13) 有 一 了 和 int 天 ,yy 世芳 0 和)、 和 但 
册 己 知 区 人 和 所 天 和 天 是 雪 维 , 故 有 一 了 人 天 ， 这 导致 子 盾 ， 
(CB) 当 a 汪 0 时 ;从 C7.1.13) 和 Ca x) 一 ef 可 得 


《rr rp,— 立 € intK, € yx), 


它 与 <7. 1. 10) 相 政 盾 . 
Ke) 当 @ 过 0 时 ;从 07.31.13 和 Wierx) 一 一 wg 一 x ) 得 


rp— Eink, EW- x), 


它 与 (7. 1. 11) 相 年 盾 . 
现在 考虑 2 二 8 的 情况 . 设 关 二 {9}, 由 于 0€ 站 0) 福 大 ， 
故 一 岁 (8 和 int 天 ,对 和 EE 党” 有 


OE€ Go UG) 一 人 x)p]1, Kl), 
此 时 显然 有 (7. 1. 4) 成 立 . 根据 定理 7.1.2 和 (7.1.13) 便 知 ,存在 
z” E .学 使 得 
《 和 一 《和 x 
和 0E El UG) — be, x)p], 天 } .定理 证 毕 . [ 
由 定理 7.1.5 易 得 下 面 两 个 推论 . 
推论 7.1.6 所 有 假设 与 定理 7.1.5 的 相同 , 则 存在 x*E€:#” 
和 gEK"\(D}, 使 得 
infige , HK) = (x Eg Pp? 
和 
(人 Xb YIER,yE tk). 
推论 7. 1.7 设 实 值 函数 ,多 ~> RR 是 连续 的 ,并 和 且 在 人 上 
是 R;- 次 线性 的 , p 二 1， (6) = 0. 若 存 在 x* 使 得 f(x) 全 
一 oo0, 则 存在 线性 汉 函 x" E 名 ,使 得 .六 mm 二 (x",， x) 和 和 
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‘x TIE) YE 


推论 7.1.7 就 是 通常 函数 ( 演 淆 ) 的 Hahn-Banach 定理 . 为 了 
区 别 ,我 们 将 定理 7.1.2 和 定理 7.1.5 称 为 有 就 Hahn-Banach 定 
理 ， 


8$ 7.2 C- 锥 弱 次 微分 


本 节 从 CC- 切 锥 来 定义 集 值 映射 的 天 -上 图 人 象 的 C- 切 锥 . 由 此 ， 
引进 C- 锥 习 方 向 导数 和 C- 锥 弱 次 微分 . 

设 .人 洛 和 多 是 局 部 凸 线 性 拓扑 空间 ,x EE . 呈 区: 有 一 2 
rw g(x) 是 集 值 映射 ,又 天 所 多 是 肉 部 非 空 的 尖 闭 四 锥 . 由 注 
5.2.3 天 ,在 .有 上 的 民 - 上 图 象 天-epj 多 在 点 《Er，yD) 后 K-epiy 
处 的 己 - 切 锥 了 kowwlx，Y) 具 有 如 下 柱 质 ， 

(fr) Twwtx, 3) 当 且 仅 当 对 任何 收敛 于 《x,y 的 序列 
{Cx CC 攻 -epi 和 各 收 钱 于 0 的 正 数 列 {&1, 存 在 一 序列 
{C71 EE 这 Xx 收 货 于 CU， r) ,使 得 有 

(Kh rr) EE K-epi gy, k= 1,2,., 


即 妆 十 rE 十 dr) 十 尺 ， 由 定 埋 5.2.1 知 T&cpylx; 7 是 
闭 凸 的 . 
定义 7.2.1 设 和 集合 Wf) 关 名 (YXE 人 ,点 全 骂 ， 
ye yx), dE 到， 记 集 合 
Wir, yd) = {rE Br) EE TEX, $7)}, 
(7. 2.1) 
若 多 E Vir, $, d), 并 且 不 存在 3 EE Vlx, y, d), 使 得 
六 一 了 和 intk, 


则 称 站 是 集 值 映射 几 在 点 (如 ， 兄 ) 处 沿 方 向 可 的 C 天 - 缉 方 向 导数 ， 
在 点 Cx， 六} 处 沿 d 的 所 有 CK- 弱 方向 导数 组 成 的 集合 记 作 
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x yd fx, yd) = (Vr, yd), K), 

注 7.2.1 设 : 如 是 Ranach 空间 , 光一 六 RU {二 oo} 是 广义 
实 值 晃 数 ,并 且 下 二 Rj YE 才 , yy 二 (x) ,dd 忆 . 芝 ,由 定义 
?7.2. 1 我 们 有 

fi ed) = Fr d= inf(n|n €E Wer, y’, d}}, 


其 中 六 (x; 四 ) 是 六 的 C- 切 导数 .根据 定理 5.4.2, 当 在 x 处 是 
]ipsehitz 的 ,网 在 


for, wi ad) = limsup EE) = Portr', d), 


可 见 .C 天 -能 方 回 导数 是 一 般 阮 数 的 C- 方 回 导 数 的 推广 . 记 
D= {ld € HI Wr yd) # CG), 
KepV = (x, PIE YS, yE Vx, yx) 二 上 K), 


定义 7.2.2 设 点 EE 记 ,yEEyCx ,pp EintK, 则 称 集合 
OP, 
= {x ew Joes( U Bo, yy 0) — Cx’, dyp], K)) 
三 扑 


是 集 值 驶 射 业 在 点 tx 处 关于 gp 的 CR- 阐 次 鼻 分 , 称 x' 捷 
9 是 省 全 点 (Cx) 处 关于 户 的 CK- 器 次 实 度 . 若 
9 天 如 , 则 称 站 在 点 Cx?) 外 关于 pp 是 CKR- 疾 次 可 向 


的 ， 
定理 7.21 设 xE 和 RyEVC), DD= 守 , 若 lx, y, 0) 


是 天 -有 界 的 , 则 
CI) EG YdEA, 
Dx, ys 
=- (x € Hm" jo€ SU [Yor, yd) — tx’, d)pj, K)) 


387.2 『- 锻 载 次 微分 "303 。 


-ea yf- r)} 


Ca TE Th pop 9) 


证 明 取 任 意 的 四 ,大 和光 ,任意 的 凡生 籽 (zr, yd) 相 任 
意 的 3 七 (xy 让), 由 定 必 7.2.1 可 知 (yy ), (qd 形 ) 和 
Trtx 为 Tioow tx， 3y) 是 凸 锥 ，( 本 十 生 ,， 六 十 欠 ) 万 
Tag 由 (7.2. 1 我 们 有 六 十 严重 十 站 ) ,从 此 
得 

Vex yr dd) Vr yo dd) COC Yor yr +}. 

(7.2.2) 
取 任 意 的 dE 光合 E(x 一 机 ) ,根据 (7,2.2) 有 
Vr, pr dD) 二 gO Wex, y, 0). 
国 为 汪 (x ,yy， 在 ) 是 天 -有 界 的 ,所 以 存在 4E 党 使 得 到 Cr y ,0) 
二 和 十 KK， 因此 
{xs ,Ca 二 不 ， 

根据 定 饼 6.5.2 的 (1 和 更 (rzr，y， id) 也 是 天 -有 内 的 . 震 为 
Tos | 是 闭 的 , 坟 是 症 的 ,所 以 呈 (Xs Fs 和 三) 是 天 - 闭 集 ， 撕 
此 ,由 引 理 6. 5.1 知 Cx， y, 8) 昆 兵 - 半 紧 的 .于 是 ,根据 引 理 
6. 2.5 得 


xs pd EE YdE YY, 
再 由 引 于 5. 5.2 便 知 
Vr dC y+ KK, {7. 2. 3) 


Si= {x EE" loes.( U [yw (x ys dx’, dp]: K)), 


则 ,一 {x EA" OE LU [一 ce ,dyp], KI}. 


td PE TR gts 朋 
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显然 有 1 一 四 国 此 人 必需 证 明 访 ] 一 dr, 了 Jp 若 痉 元 SD]s 刚 
不 存在 YY 扬琴 (x, y, 中 ) 使 得 


0— [yy — {x', dp) € intk. 


由 此 , 按 定义 7.2.1 知 闹 (x; 7; 相 忆 于 (xy, 4), 于 是 不 存在 
Cry) 使 


0— (yw — x, dyp) € intKk. 


因此 ,由 定义 7.2.2 得 知 x' € 3956 ,yy 
现 设 x' EE 35YCx ,2),, 反之 很 若 x" ES ， 则 存在 E(x， 
y， 9) ,使 得 


0-- (3 — x", dp) € intKk. 


据 此 ,由 (7.2. 3), 存 在 gf EK 玉生 《x,y; 中 ,使 得 3 二 十 
Y， 从 而 
0— [yy +a — (x*, dp)€ intk, 


即 0 一 [一 <x" ,Ad}p) E€ intK. 于 是 由 定义 7.2.2 可 知 x' 锋 
350Cx ,3),: 这 导致 与 已 设 x*E 359Cx， 3)s 于 唐 . 中 

下 面 给 出 锥 弱 次 微分 的 存在 性 定理 . _ 

定理 7.2.2 设 xER ,yyEYD, 有 一 二 下 ) 
己 天 , int(K-epiW ) 关 放 (或 严 (x，y，，) 在 某 个 4€ 家 处 是 
(一 K)- 有 界 的 ). 车 存在 下 所 让 和 gs EE KK"\M0} 使 得 inf《gq， 
(ry >》 一 coy 则 存在 线性 证 画工 和 : 芝 ” 使 得 


inftKgr ,Yr yD = x, dg , pp, 


并 且 E956(Cx, 7) 

证 明 因为 Ttxz，?) 是 凸 锥 ,所 以 对 任意 的 4 盖 0 和 
(d, 站 ER lr, yy) 有 Cd, HE TREopwtxX, 3 由 (7.2.1) 知 妇 
Ey xy 有. 显然 ,我 们 有 


#7.2 CC 色弱 次 往 分 + O05 。 
Er yy 和 十 本 人 YY) 但 更 (人 十 于) 
丰盛 
因此 ,VV (x, y; dd) 关 于 4 是 下- 次 线性 的 . 又 显然 有 OE W(x, y， 
8), 于 是 由 定理 7.1.5 和 和 定理 7. 2. ] 得 到 结论 .0 
定理 7.2.3 设 zE 有， EWz) D= 溉 . 阁 W (xr, y: 1) 
是 天 -有 界 的 , 则 € 5glx，y); 当 且 仅 当 存在 9g" € K*\0}， 
使 得 
《9 
《7, 2, 4) 
证 明 ”必要 性 . 设 x' 记 35y(x，3),: 作 集 合 
EFE= yyES |y=—r+(r ,dp— 4 
(d,s r) EE Tiowlx, y), 4 EK}, 


易 知 EE 是 凸 集 , 现 在 证 明 int 天 门人 @. 反之 ; 假 阁 有 4 E intK 
门 E, 即 一 fr 十 x" ,dp 一 二; 则 有 一 rr 十 <x" ,dp 一 8 十 
gq' EintK, 由 定理 7.2.] 得 x* 帮 95y%(x, ys 导致 与 已 设 x* 所 
35g(x， YY), 节 朱 . 据 此 ,由 定理 1.3.7 可 知 ,存在 9 € 多 "*\01 
使 得 
和” 一 ”十 人 dp—q) 
VE 天， Yd,r) EE TEow Xs 3 EK. C7.2.5) 


在 (7.2,5) 中 令 r= 二 9， d= 0， 9 二 0 得 ‘9 守 0 (Ye Kk), 

故 有 gg*”E 天 "0). 在 (7.2.5) 中 表 令 9g 二 8;，9 一 0, 得 到 
‘qr tx, dg, pp Yld,r) EE Thowlrs y). 

而 定 放 7.1.1 和 是 人， 国生 将 人 如) 即 得 (7. 2.4)， 
充分 性 , 现 设 (57. 2. 4) 成 立 , 反 之 ;假设 x" 人 35%(z，30 由 定 

义 7.2.2 施 存 在 7 E 此 (x，y; 由 ,使 得 
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0— (yO— (x, dp)E intk. 


由 gg E 天 "NO 有 
Gp 0， 


这 导致 与 47.2.4) 予 盾 ,[ 

推论 7.2.4 设 xE%,yEy), D=.% ,pp, pp € intk. 
大 (x,，y，0) 是 KK- 有 界 的 ,并 且 x*E 956gCx yn, 则 存在 g' EE 
天 和， 使 得 ar EE Dwr yr 其 中 一 ,pg ,pp:). 

证 明 由 定理 7. 2, 3 容易 推 得 证 明 .1 

推论 7.2.4 说 明了 岁 的 天 -次 梯度 与 哺 无 关 ， 

定理 7.2.5 设 tE RyEVC), 吕 = .这 ,车 于 (x,y, 0) 
是 外 -有 界 的 ,并 有 旦 3508Gx yp 天 过, 则 35glx, yp 是 闭 同 集 . 

证 明 先 证 闭 性 . 用 反 证 法 ,假设 有 序列 {x YC 9%.g(x, yp， 
x 但 区 96Ax 9 ;， 则 由 定理 7.2.1 知 , 存 在 (dd, r) 七 
Tkovwtx，3) 使 得 


— [ro x’, dp) € intk. 
国 为 一 了 十 (x dp 一 一 了 十 《x' 4)p( 居 一 0), 所 以 存在 充分 
大 的 如 ,使 得 

— {ro xi, Op) EintK. 


再 由 定理 7.2.1 得 知人 9%ylx,， 7)p, 这 导致 与 假设 下 盾 . 
现 证 凸 性 . 设 康 ,x EE 35g(r, 了),; 由 定理 7.2.3 可 知 ,存在 
gq; ;42 仁太 '\{0} 使 得 
qf or x da PY Vd, EE TEowtlX, $y}, 
7. 2.6) 


< 时 严 》 2 《和 时 dA» Cz 里 p» Yud, r) 和 了 人 pit 是， 了 1 ， 
(7, 2.7) 


#7.2 C- 锥 弱 次 微分 ， 307 ， 
对 任意 的 16E (0 1 设 如 王 M 十 一 Dx ,我 们 要 证 明 x 
EE ow yg 友之 ,假设 太 区 3586Cr，y)， 则 存在 (GE，r) 七 
Tw 司 得 一 Ff 二 :dpEintk. 由 gg 9 EK'\0} 
和 定理 1. 4. 11, 可 推 得 


Ca -rt xi, dp)>0, (7. 2. 8》 
Ca Or (x dp 0. (7. 2. 9) 
寿 虑 (7.2,6) 十 (7.2.8) 和 (7.2.7) 十 (7, 2.9), 可 得 
中 (7. 2.10} 
{xi od) ex? ,i. C7. 2.11) 
从 47. 2 10) 十 C1 一 A) XX 07.2,11), 则 得 
“xi x HH, 


导致 对 括 .中 
定理 7.2.6 设 XYEW yyEVD: D= ,Vr y, 0) 
所 天 . 若 intt 太 一 epi 隆信 25 2) 关 促 ; 则 对 任 纵 的 dE 
存在 生生 天 8 使 得 
nf Cg :lx, yp} 可 ) 》 
一 maxi(r’, yg ,py|x' EE ur, y),}. 
证 明 任 给 dE 法， 设 EE 940 ys; 使 得 
‘Td rd WK EC OSper, ys, {7.2.12) 
出 定理 7.2.3, 对 于 3" E959(x,， 7) 存在 94° 世上"'\D} 使 
qT dp YdE HH, YY EMR, yp: ad). 
从 上 式 亚 然 有 
inf <q ,Hx py > 


EE ro - 
一 
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于 是 ,由 定理 ?7.2.2. 存 在 Xx? E 9%glx, J) ,使 得 
inf Ca , golx, yp; d= Cr, dg , p), 
因此 及 ? ， 中》 宇 ('，, 让). 再 由 (7.2.12) 得 
《一 
即 定理 结论 成 立 , [ 


推论 7.2.7 设 . 吕 蚌 Banach 空间 . 若 实 值 削 数 上 茹 一 及 在 
XE . 笔 外 是 Lipschitz 的 ;, yy 二 f(x), p= 二 1,， 玉 一 尺 |:， 则 


Pxs yi dd) 一 max 人 ty 人 | E Afr)) Yd 

证 明 由 注 7.2.1 和 定理 7.2.6: 即 知 结论 成 立 .0 

现在 ,讨论 锥 凸 集 值 映射 的 锥 懂 次 微分 与 第 6 章 的 锥 次 微分 
之 间 的 关系 . 

定理 7.2.8 设 x€ 分 EE gx), 集 值 映射 yy 在 .党 上 是 
KK- 西 的 , 记 二 多. 苦 更 (r，y， 1) 是 天 -有 界 的 , 则 


3 多 (。 7 人 E.R" yr ,Xp 
ES, U [gx dx, wp], K)). 
当 :2 和 多 是 Banach 空间 时 ,上 式 成 为 等 式 . 
证 明 由 攻 是 天 -四 的 ,集合 
Ceev(r y) = cl{ UALK-epif — (x, »)]) 
非 空 ,由 定义 5.2.2 知 
TR apg CX $Y) TC Crepy ltX, $). 


若 . 到 和沙 是 Banach 空间 , 则 由 定理 5.2.2 知 上 式 为 等 式 . 由 
此 ,根据 定理 6. 5.3 和 定义 7. 2.2 可 得 知 本 定理 的 结论 成 立 .[ 

定义 7.2.3 设 点 字 扎 溉 ,，y ylx*). 车 存在 x 的 邻 域 
UCx*》 峙 得 
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y’ ES GU)), K), 
有 即 不 存在 x E U(x") 和 y € Wx) 使 得 
yO— yt€ intk, 


则 称 点 C(x?"，y 是 集 值 映 射 的 贞 部 儒 有 北 解 . 
定理 7.2.9 设 xE%,yEYr), DD= 信和 车 于 (x, y, 0) 
是 天 -有 界 的 ,xz， 了} 是 少 的 局 部 纶 有 效 解 ,出 0 Ee Aw, Py: 
证 明 用 反 证 法 ;假设 0 3%gcx,，),. 内 定理 7.2.1 可 知 ， 
存在 FE 立 (x， ye) 蛋 得 


一 关 十 《看 ， dp EE intk. C7. 2.13) 
由 此 ,对 和 任何 收 钱 于 Cx，y，0) 的 序列 1x， yy 吉 阔 存在 收 但 于 
Cd, r) 的 序列 {C4* ,rT')) ,使 得 
pir Ee prtad)t Kk 1, 2，…， 
于 是 ,存在 六 所 ix* 十 tt) 和 本 EE 下 ,使 得 
二 ar 二 六 十 四 ;万 二 1 2 


从 而 有 二 一 和 一 了 yr. 又 因为 六 二 am-z 故 存在 充分 大 的 刀 ， 


是 


本 x 二 EPE U(r)， YEVC + ,以 及 一 ?EintK， 
或 即 
了 一 天 € intk. 
据 此 ,由 定义 7?.2.3 得 到 y 攻 ,CU (Cx) ,下 ) ,这 与 已 知 政 盾 . 定理 
得 证 .4 
&7.3 CC- 锥 弱 次 微分 
本 节 先 介绍 一 种 G- 切 锥 , 它 比 C- 切 锥 小 . 从 这 种 C- 切 锥 出 
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发 ,我 们 引进 集 值 映射 的 G- 锥 弱 方 向 导数 和 -和 锥 弱 次 微分 ， 

设 这 和 多 是 局 部 山 线 性 拓扑 室 间 ,V2 信人 
是 集 值 映射 ,天 和 ww 是 内 部 非 空 的 尖 闭 上 同色. 

定义 7.3.1 设 点 EE 玫 ,六 吉 .我 们 称 集合 Cne(m ， 
y') 是 实 值 映射 上 在 . 作 上 的 下 -上 图 象 尺 -epiy 在 点 ( 吉 ， 六 ?外 的 
G- 切 锥 , 即 对 任意 的 (d, Pr 人 Cnpf， 加) 己 . 宫 X 名 ,着 对 任 
何 收 侣 于 Cx， y) 的 序列 {Cx 天)) 守 天 -epiy 和 收 仇 于 0 的 正 数 
列 {二 二 1，2，…) ,存在 一 个 收 襄 于 + 的 序列 ir) 汐 ， 使 得 

xt ed yi EE K-epifs k= 1, 22,". 


美 于 局 - 切 锥 有 如 下 性 质 . 

定理 7.3.1 设 xXE: 有 ,yyE px). 

C1} C0, 0) 全 Gropotxs F) TC TR lr, $). 

(0) Gx optxX，》) 是 凸 锥 . 

(3) 车 对 任何 (dm) EE Gropw (xX (一 2，…) 有 
cd, ry rd, r)， 则 (dr)》 E Growstx, $). 

证 明 {1) 由 定义 7,3,1 容易 直接 推 得 ， 

(0 设 t@,rECuetxry yy Am>0, 按 定义 7.3.1, 则 对 任何 
收 敏 于 Cr, 人 妨 的 序列 {Cx 六)}) 忆 此 -epiy 和 收 鳃 于 0 的 正 数 列 
ft}， 有 收 训 于 + 的 序列 {rr} G 终 ,使 得 


Cx 十 如 本， 十 My - K-epiy, 去 -一 1] ， 2 
Ad , AFr) 伍 (Cre (rs yy», 
因此 Gpin (x, 了) 古 -个 锥 . 
为 证 Gos Yy) 是 凸 的 , 设 (dP) (生产 ) EE (kat 
匀 . 对 任何 收效 于 (天 0 的 序列 (ee 六 ， tT K-epw x 
(0，- 7)， 则 存在 收 合 于 r 的 序列 {ri} ,使 得 


Cx 十 tAd', 有 十 tL) 刁 K-epig, 点 一 1， 它 。 "ea 


pi er i 


$ 7. 3 尼 - 惟 弱 次 微分 "311 ， 
因为 十 一 x 十 ry 0 0), (di, rr:) € 
Gropp (下 了 )， 所 以 存在 收 敲 于 的 序列 {ri} ,使 得 
Cx 十 tA! 十 tt, y 十 Erl 十 iri) 全 K-epiy, 天 一 1， 2, isi 
由 于 下 十 下 一 了 十 产 , 敬 由 上 式 可 推 得 
(d+ dr) EE Grow tit, y)， 
于 是 证 明了 Creepgxz，y) 是 凸 的 . 

(3) 考虑 任何 收 全 于 Cx y， 0) 的 序列 {Cx ,#5)) 所 
Kk-epiy A (DO， 十 oo) Cn 一 1， 过 ， “ ), 由 (df, ry 万 Cr opp tT yy) 
(一 1,，2，…)， 则 对 于 每 一 个 下 = 1，2,，*"…) 存在 序列 {ri} 收 就 
于 上 产 (一 cc) ,使 得 

{x dd, yy 十 rr) 厄 K-epiy, 二] 2 1 2 


设立 是 多 的 原点 的 任意 分 域 , 则 存在 嚼 一 个 原点 邻 域 CC 绢 ,使 
得 UU 十 CYV. 因为 + 一 r, 所 以 存在 入 计 0, 使 得 上 Er 十 UU 对 
任意 的 玉宇 N 成立 .又 因为 下 -六 (oo 对 于 每 一 个 类 (一 1，2， 
…) 成 立 , 故 对 于 每 一 个 有 一 1，2，…，) 均 存在 Ne > 0, 使 得 


“Eri+U, ne Ni 


从 而 得 
neErt+U+UCriV, HN kN. 


对 每 -一 个 (宇和 N) 对 应 地 取 一 个 7 一 玫 tn 二 1 ,2,*''), 圾 获得 一 
个 序列 {r,} 收 证 于 r, 并 且 有 


Cx" 二 三 丽 -epli n= 1, Zr. 


即 (4, r) 反 Gcpiw (¥, 了 了。 0 ， 
定义 7.3.2 设 点 如 攻 和， 太 后 oa) 人: 和 令 集 全 
; 


Wir yd = rE Bd rT) €E Growlr, $Y), 


D= {de€ | (rr, pd) FG). 


"312 。 第 7 了 7 章 一般 第 值 映射 的 锥 绷 次 袜 分 
若 yx yd) ,并且 不 存在 yE Yr yd) 
使 得 
yx dy EE intk, 
则 称 Ye， 名; 的 是 集 值 映射 多 在 点 人， 吕 ? 处 沿 方 向 各 的 G 友 - 
咬 方 向 导数 .省 在 点 C(x", 内) 处 沿 有 揭 所 有 G 天 -了 验方 向 导数 组 成 的 
集合 记 必 名 Cz2， 吕 本, 即 
Gor yd) — Sol Bx, y°, d), K). 

定义 7.3.3 设 点 世祖 EyxD), DC, ppEIntK. 
称 集合 

Id x, yo), 
= [x € 多 oe | U [gC yd) — Cx, dyp], K)) 


是 集 值 映射 少 在 点 Cx" ,yy ) 人 处 关于 的 GK- 弦 次 徽 分 , 称 x*E 
3 多 (xj 是 沙 在 点 (x 站) 处 关于 pp 的 GK- 器 次 梯 度 .车 
az yp 关 作 ， 则 称 在 点 x" 六) 寻 关于 上 p 是 GK- 闫 次 可 
微 的 . 

定理 7.3.2 设 YE 呈 ,EYE RpEintK,D= 
和 着 下 xz yy 8) 是 天 -有 界 的 , 册 


ry YdE HR, 
au x, Pop 


= {x € 2 |oe 3 UL, ys 0) — (x°, dyp], K)) 


fx ER jos | U [一 x", d)p |， K| }. 


‘os Et epip *: 8 

证 明 与 定理 7. 2. 1 的 证 明 类 似 ,[ 
定理 7.3.3 设 * .有 7EWX)， 疡 全 int 下 ,万 一 : 葬 ， 又 
设 更 wz， yy， 人 0) 王 开 ，int( 慌 -epi 更 9 天 厅 (或 更 %rY，y， 人 在 其 个 
4 附近 是 上 -有 界 的 ). 若 存 在 看 E 侈 和 gs? EK*\M0}, 使 得 


rt 


$7.3 C- 难 弱 次 微分 +* 313。 

inf 《go (x yd) 守 一 0, 则 存在 线性 汉 孙 x” E . 使 得 
inf Cg , Vlx, y; d= Cx, dgs ,py 和 x E ofr, yp. 

证 明 由 定理 7. 2. 1、 定理 7.1.5 和 定理 7.3.2 可 以 推 得 本 
定理 ,0 

定理 7.3.4 设 xE 腕 ,yyE yx), pE intK,D= 沟 . 若 
Nx yy， 0) 是 民 - 有 界 的 , 369Cx yp 天 则 , 则 awk yy), 是 闭 
凸 集 . 

证 明 与 定理 7. 2.6 的 证 明 类 似 ,] 

定理 7.3.5 设 工 所 .顺和 有 全 int 天 万 一 县 车 
Ax yy，0) 是 天 -有 界 的 , 则 zx E 35g(lx， ys 当 且 仅 当 存在 全 
和 KK“\M0}, 使 得 


(人 


证 明 与 定理 7. 2. 3 的 证 明 娄 似 . [ 

推论 7.3.6 设 *E ,yyEVr),D= 沼 ， 并 且 PP, pp’ EE 
intK. 车 业 x， yy， 0) 是 天 -有 界 的 ,GE 358Cx ym 则 存在 g* 
EK*\{0) 使 得 ax'€ BUY yr, 其 中 = 4" PA/A9 ,Pp ). 

证 明 由 定理 7. 3.5 可 得 证 .1 

定理 7.3.7 设 * 号，y7EWE 万 一 :有 Eint 天 .和 蔡 
Vix, yy, OTK, int(K-epi¥ 9X, $A , 则 对 
任 给 的 dE 有 存在 一 9 E 天 "NB)， 使 得 


int <q* ;Wx ps Ad) 
一 max {x’, dq, pIx" € 356, y)p}. 
证 明 与 定理 7. 2.6 的 证 明 类 似 .1 


定 尽 7.3.4 设 页 你 ) 和 加 kr)CWE 号 ) 是 多 中 的 非 空 集 
合 ， 12 xr) 和 由: 人 2 ， fr 人 人 xz) 是 集 值 映 


[| 


射 , 定 义 集 值 映 射 68; 人 XxX 多 一 2 X29 Dm Or, })， 
B(x, 1 一 i ES xB EY), 


" 314* 第 7 章 一 般 焦 值 剖 射 的 锥 弱 次 微分 
EE fx) y= y+). 《7. 3.1) 

车 点 列 { wy 放 收 贫 手 点 Cx y); 则 对 任何 Gy YE Bx"， 
>》")，, 存在 一 个 序列 {Cyl 总 )} 广 日 (Gxt 六) 收 侣 于 点 《外 ， 内 ) EE 
全 (x 则 称 全 Cx 在 点 Cx 下) 如 是 前 部 有 界 欧 . 

引 理 7.3.8 设 轴 (人 和 册 C 人 CE 生 有 ?是 汐 中 的 非 空 集 
合 , 页 :有 一 2 he 贡 ( 人 和 宙 :2 一 人 ,rz 站 Cr) 是 介 值 映 
射 . 妆 访 XE 有 GE 页 Cr 十 册 6G). 若 由 57.3.1) 怎 必 的 集 值 栈 
射 昌 在 点 (x,，y}) 处 局 部 有 界 , 则 


Ug y's dd) + CB) Cx, ys GD | 


Cy Er, #) 


二 ， 《7. 3. 2) 


其 中 dE€ ld€E [Cg + bx, yd) 2 Vj. 
证 明 考虑 任何 收敛 于 tx，y， 0) 的 序列 


{Cx*, y， £0) } CC K-epiCy, 十 号 站 CO, 十 coo) 《并 二 ]， 2， 由 


对 任何 (yl ,yDEBG,7), 设 EB yD rE Wilr, 到， 
d), BI (Cd, r') €E Gropin Xs PF) dsr) EE Grow (xX, y:) ,定义 
7.3,3 可 知 , 存 在 序列 1 并 )j 己 如 Cr' 六) 收 合 于 (1 六) 导 一 
oo， 其 中 天 一 下 十 办, 一 太 十 六. 因此 ,由 6G- 切 锥 的 定义 知 存 
在 序列 fr 站 和 !) 下 一 关 天 一 天 使 得 


Er 二 d+ 大 ， 
十 天， 

从 而 得 
WE) 
二 站 (x 十 td》) 十 下 所 (站 十 屿 )Grx 十 4) 十 大. 

因为 二 十 一 Fi 十 rr 所 以 rE Gpion rp Xe: y), 


i ET TE 


&7.3 CC- 锥 红 次 德 分 * 和 15 > 
故 (7. 3, 2) 成立 .1 

定理 7.3.9 设 xE 人 Ry€E yx), 一. 洁 ,p EintK. 若 
x,y 昌 ) 是 尺 - 有 界 的 , 则 吉 tx ,yy; 关于 dd 在 .这 上 是 天 -四 
的 . 

证 明 因为 WwW*(x,y, 晶 ) 是 下 -有 界 的 ,可 以 推出 对 任何 4 EE 
和 ， Wr'Cx，y, d) 是 玉 - 有 界 的 . 由 定理 ?7.3.1 可知 "C(x, y, 4d) 
{Yd 蕊 党) 晨 天 - 闭 的 ;由 引 理 6.5.1 知 理 "xz，y， dd) 是 处 - 半 紧 
的 ,再 由 引 理 6. 5.? 便 得 到 

Vr yd CHar, yy dK Yde .2 (7.3.3) 
又 对 什 意 的 和 四 , 开 皇 ,有 和 4E 840， 1), 由 定理 7.3,1 有 
AVrtrs yd (A ir, y, dd’) 
€E 到 ?xy A + (1 — Wa?)]. (7. 3. 4) 


从 (7,. 3.3) 和 (7.3,4) 则 得 
A xs ys 十 人 一 4 可 (YY 人 
CCA, yr d+ Co A V(x, y, d’) 
CC Vx, J Ad 十 Cl A dA) 
Rr y+ (lo Vd)+K. | 
定理 7.3.10 设 沙 (Xx 和风 {x)(YrE 吕 ") 是 消 中 的 非 空 集 
全， I 2 i 名 《xy 和 呈 2 , mr gtx) 是 集 值 映 
射 , 取 设 EE 这 ED 二 (x) WICX, yr 0) 和 Vi(x,: }， 
0) 是 下- 有 界 的 ,D1=B, 一 2 (五 一 全 (的 )8Cc y; 4d) A GG)， 
D, = {ddsry yy; dd) 名 }]， int(K-epiV?) 关 训 成 者 
int( 尺 -epi0) 尖 历 . 蔡 按 (7.3.1) 定 义 的 台 (x, 在 点 tx, 站 处 是 
局 部 有 异 芍 , 则 
ao + fo) Cr, ys 


= Bl * 第 7 章 一 般 人 党 信 映 射 的 锥 弱 深 第 分 
C U (9d Cx, po), + obplx, y'),). 


{yl yDE Br, 1 
证 明 取 x E35 十 册 ) x yp; 不 妨 设 int(K-epi?) 关 
名, 对 任意 的 (y' ,yy) € 和 (x, y)，, 作 和 集合 


Si= ld,nNeEw xSIdeE HR, ne Cr， y,d), 
4 E 天 ,7 一 一 下 一 全 十 人 ，d) 太 |， 

Ss= {dN ER XSIAE HR, rE Vx, y’, d), 
gEK,r=r go). 


由 定理 7. 3.1 可 知人 S$ 和 和 5; 是 非 空 凸 集 ,并且 ints* 关 逆 . 以 下 证 
明 $j 人 站 intS; 一 名. 事实 上 ,反之 ,假若 存在 (dF) 入 .9 站 intS,， 
我 们 有 
FTF 一 rx ,dp, 
并 且 存 在 e 守 0, 使 (4,F 一 ap) € Ss. 因此 ,有 rE icx, y, dd) 
使 得 FF 一 p= 二 十 章 ; 其 中 下 天 ,从 市 
—r— gx, 人) 下 一 天 十 天 十 wp， 

即 

— {r+r tr, 如) 有 一 开赴 腊 十 ep 和 int 下 
据 此 ,由 引 理 7.3.8 得 中 十 严 各 (十 到 Cr， .从 定理 
Fd A x Eap, 十 名 1 Yips 这 与 已 设 了 矛盾， 现在 ,利用 定理 
1.3.7 可 知 存在 (7 ) 和.2 XXX 区 和 (人 7) 天 站 ,使 

tr) 

YO, rm ES, Yu, rs:) € S,. (7.3.5) 


固 为 C0， 80) 和 门 汪 ,所 以 天 (7.3.5) 得 有 8 一 0. 假设 3" 一 上 9， 
则 到 " 天 上, 从 57. 3.57 有 


#7.4 算 子 锥 次 微分 -387 。 
‘TD Yde ow, 


从 而 得 = 0, 导致 牙 盾 , 因此 ,有 YY 关 90. 在 (7,3.5) 中 设 号 : 
一 和 re 一 gE 天 ,得 


《一 2 0 寻 丰 所 乓 ， 

从 而 一 天 EE KK'\{0}. 于 是 ,由 定理 1.4.11 得 (一 7，P) > 0. 
在 {7. 3.5) 中 信和 一 -有 一 人 一 Xi OD) 
我 们 有 

gp) YAdE HY, Yr EE Vilx, y, d). 
由 此 ,根据 定理 7. 3.5 得 到 x? EE 395goCx， 4)p. 在 (7. 3.5) 中 羡 今 
好 =— 3", dd" 一 此 了 5 一 一 站 十 人 ， 达 有， x 一 一 2 出 
有 

‘qr x dg , p), YdEe,， 
Yr EE Vix yi dQ), 


于 荐 ,由 定理 7. 3.5 文 得 到 x € 9%.(x, 加) 

定理 7.3.11 设 xE 人 RyEVX),pE InK,D= 2, 并 
且 WW Xx，y， 是 居 - 有 界 的 . 者 tx，y) 是 沙 的 局 部 弱 有 效 解 , 则 
dE Hp rT, yy. 

证 明 与 定理 7.2.3 的 证 明 业 似 .中 


37.4 算 子 锥 次 微分 


在 前 面 ,我 们 都 是 通过 线性 汉 函 来 引进 集 值 映射 的 锥 次 微 
分 的 . 本 节 将 从 线性 算 子 来 定义 集 值 映射 的 锥 次 微分 . 

设 有 和 多 是 局 部 凸 线性 拓扑 空间 ,地 (县 多) 表示 呈 到 
多 的 所 有 连续 线性 算 子 组 成 的 集合 ,: 完 一 2” ,x mr p(x) 是 集 值 
映射 ,天 所 多 是 内 部 非 空 的 突 闭 凸 锥 ， 

定义 7.4.1 设 集 合 5C 骂 非 空 , 集 值 映射 在 S 上 是 下 


318， 第 7 章 -` 般 入 值 映射 的 条 弱 次 微分 
凸 的 ,又 点 如 ES 六 E€ 总 (0)， 
(] ) 苦 存 在 .or EL( 绍 ,多 ) 使 得 
下 et 和 好) 一 -rr 天 |， 


所 必 


则 称 .sz 是 集 值 映射 多 在 点 Cz,，) 处 的 莫 子 天 -次 梯度 .多 在 点 
Cx y) 处 的 所 有 算 子 天 -次 梯度 组 成 的 集合 称 为 玫 在 点 Cx yy) 
处 的 算 于 下 -次 给 分 , 记 作 38Cxz2， 加 7 

(2) 若 存 在 .YELC 著 , 喀 ) 使 得 


yr EE BULY) ~ ex)], K), 
*E 


则 称 .sz 是 集 值 映射 多 在 点 Cr， 玉 ) 处 的 算 子 天 - 弹 次 襟 度 . 多 在 点 
(xz ， 六 ?处 的 所 有 算 子 乓 - 弱 次 梯度 组 成 的 集合 称 为 间 在 后 全 ， 
六 ) 处 的 时 子 外 -器 次 徽 分 , 记 作 9.pCx ,yy 
由 定义 6.1.3 和 定义 ?7.4.1 易 知 有 
Ap er, yO), TC AP Yrs df, yD) CAB, pL1. 
《7,.4. 1》 


干 面 是 存在 性 定理 . 

定理 7.4.1 设 SC'% 是 内 部 非 空 的 凸 集 , x) 六 (Y XE 
5), XEIntS, pEintK. 又 设 纱 在 S$S 上 是 天 - 同 的 , int( 玉 -epi) 天 
DE xr K). 

(1》 OF, 4 天 应 ， 

(2) 车 业 在 x 处 是 天 -严格 晤 的 ,; 则 33x, 3 天 好 . 

证 明 由 定理 6.2.4 和 (7.4.1) 即 可 得 证 .0 

定理 7.4.2 设 SC. 党 是 内 部 非 空 的 四 和 集 , J(7) 关 名 (YY 
EHS) IES, JyE Yr), 若 业 在 SS 是 上 太 - 山 的 , 则 EE Dp， 
y): 当 旦 榴 当 存在 gE KK“\{0}, 使 得 

cq CO x) 


Yr €E SS, YY E wr), 


EE Oooo eer re a hr 


§ 7.4 算 子 锥 次 科 分 -31 。 
证 明 与 定理 6. 2,11 的 2) 和 定理 6. 2. 12 的 证 明 类 似 . [ 
定理 7.4.3 设 S5 呈 家 是 内 部 非 空 的 凸 集 ,gz 关 人 (YY 
二 Sy),， 荆 扰 四， 日 所 pt} 车 在 SS 上 是 天 - 凸 的 ， A FL 3E 
他 , 则 aogz，y) 是 闭 凸 集 ， 
证 明 与 定理 6. 3. 1 和 定理 6. 3,. 2 的 位 ?的 证 明 炊 似 .1 
定理 7.4.4 设 $SC 绝 是 内 部 非 空 的 凸 集 ,x ES, (C(x? 和 
gx} (YX ES) BOB 空 ; 
C= Eh, FE hx, XE SH), 
¥ ED), yy E bl), 
2°, Yr rx), bi 2*， Tr 人 (人 


向 十 多 :有 一 2 rekg 十 多 307) 是 集 值 贤 射 , 
若 j1 和 内 在 S 上 是 天 - 凸 的 ,由 或 名 在 Tt 处 是 连通 的 ,出 
相约) 十 ta} Ck, ¥! 十 yz | Du Cr, yy 十 Dt ts V7. 


证 明 ”与 定理 6. 4.2 的 证 明 类 似 . 中 

定理 7.4.5 设 SC 避 是 非 宝 是 集 ,下 EE 5S, yy E€ W(x)， 
xy) 和 天， y; 0) 按 定义 6.5.1 所 确定 . 若 上 在 SS 上 是 
玉 - 目 的, 方 = . 到 (zy，0) 是 天 -有 界 的 , 则 


3px, Pr 

{ver 8) |oEs( UY Ly Gr, ys 0)— (4d)1, K)}, 
auf x, yr 

={.e EL(R, 2) oes.( ,YEY x, y; DD—ud)], K)]}. 


证 明 与 定理 6.5.3 的 证 明 类 似 .1 
”通过 C- 声 锥 和 GG- 切 锥 ,也 可 以 由 算 子 构成 集 值 映射 的 锥 次 


微分 . 


320 + 第 7 章 一 般 介 值 映射 的 维 弱 次 微分 

定义 7.4.2 设 点 车 后 .有 EVD dE Ry 
人 的 是 多 在 点 Ce" 加 ) 处 沿 方 癌 了 的 C 天 - 弱 方 向 导数 , 则 称 集 合 
dp CX YY) 
={.xELR, H) loESl UY [Kr, ys 4d) -ead)], K)) 


是 集 . 值 映射 光 在 点 Crz， 加 ) 处 的 兽 子 CK- 弱 次 微分 ， 称 -二 
acWtz0 Jr 是 彤 在 点 (rm 处 的 工 子 CK- 器 状 梯 度 . 若 
Attar 0 天启, 则 称 多 在 点 (只 ， 了 ?处 是 工 子 CK- 弱 次 可 要 
前 , 记 


DECW(xar = {dr yOLIY E yr) }, 


并 称 它 是 疾 在 点 x 处 的 工 子 CK- 弱 次 微分 ， 
定理 7.4.6 设 xXE 人 REVX), DD= 避 , 若 WW (x; y,0) 
是 天- 有 界 的 , 则 


A Vr 


=| ELH, Y) lo€Eg,( UL Cx, y, 0) dy), K) | 


={xEL%, 2 oes YU [rd)], KI). 
ta ETE ist， 内 

证 明 与 定理 7.2.1 的 证 明 类 似 .0 _ 

定理 7.4.7 设 xXER yyEyxr),pEIntK, D=%., XX 
设 和 Cy 0) 己 民 int( 民 -epiW ) 天 抽 ,着 存在 dE. 守 和 6 * 
EK"\{01, 使 得 inf (下 D> 一 00, 刚 936p(x, YD 
天 说 ， 

证 明 ”由 定理 7. 2.2 知 存 在 x”E acoxz， 3),. 作 线 性 算 子 


LS 一 


则 .ez E Backx，y)r 故 得 证 . [ 
定理 7.4.8 设立 6 史 ，yEWT) 了 = 哆 .又 设 Y x,y， 


7.4 等 于 锥 记 籁 分 + 321 。 


808) 是 多 -有 界 的 . 
(7 -2 E 96g(x,， yi 当 且 仅 当 存在 g*E€ KK"\{0}, 使 得 


qr ged)) Vde HR, yy Er, y; dy. 


(2) 者 BgCr 9)4 关 名, 则 35gtx, ): 是 闭 凸 集 . 

(3) 车 (x, y) 是 y 的 局 部 障 有 效 解 , 则 0E 9cy(x, y)1. 

证 明 《12 与 定理 7.2. 3 的 证 明 类 似 ， 

C2) 与 定理 7.2. 5 的 证 明 类 似 . 

(3) 与 定理 7.2. 9 的 证 明 类 似 .[ 

定 巡 7.4.3 设 点 XE 守 YE ,dE Wr , 加; 
d) 是 集 值 映射 多 在 点 人 Ko， yy) 处 滞 4 的 GK- 轮 方向 导数 , 则 称 
集合 
or yy 
— {x ELCH, HY) o Es UY [he yr 0 一 -Cd)] ,天 ]】 


是 集 值 映射 ”yy 在 点 Cx ,yy ) 处 的 算 子 GK- 弱 状 微 分 , 称 er EE 
gog 是 多 在 点 Cr 名) 处 的 算 子 GK- 弱 次 梯度 .车 385g?， 
2 天启 , 则 称 多 在 点 (xc， 玉 ) 处 是 下 子 CR- 弹 次 可 投 的 . 记 
a 一 95 yy EE p(x), 并 称 它 是 yy 在 点 x? 处 的 
亲子 GK- 器 状 徐 分， 

定理 7.4.9 设 rE 人 ,yyEV), 喇 = 多. 若是 "Cr y，0) 
是 天 -有 界 的 , 则 


日 2 人 (站 


={- EEL, 2) 19EGe| UY [YG, y, 0) -ed)], K| | 


= {2 EL(R, H) Io€s.l [rd)], K)}. 


Ca EG cpip Tr 及 


证 明 ”与 定理 7. 3. 2 的 证 明 类 似 .0 
定理 7.4.10 设 xER ,yyEgr), PpEINtK,D= .又 
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Vx yy Kint( 尺 -epiW) 关 人 3, 若 存 在 dE 法 和 * 全 
KK"\{0}) ,使 得 inf C9, 扩 (x yd) 六 一 0, 则 358Cx, DL 关 
人 0， 

证 明 与 定理 7. 3.3 的 证 明 类 位 .中 

定理 7.4.11 设 xEB ,yyEyCE),D= 履 ,又 设 Y ?x,y 
0) 是 天 -有 界 的 . 

(1) 若 38x47 关 训 ; 则 359(x; 3 是 财 凸 集 . 

C2) 2 EE 356g(x ,31 当 且 仅 当 存在 4g” 丘 天 VD， 使 得 


(qe yd) YdE HR, NY ERM, yd). 


03) 若 Cr， 3 是 由 的 局 部 弱 有 效 解 , 则 OE€ 9 多 下， 
证 明 (1)， (2) 和 (C3) 依次 与 定理 ?7.3.4, 定 理 7. 3.5 和 定理 
7, 3, 11 的 证 明 类 似 , 0 


第 8 章 集 值 映射 的 切 导数 
和 切 微 分 


这 ， 章 将 进一步 研究 集 值 上 映射 在 其 他 意义 下 的 导数 和 微分 问 
题 . 与 前 面 介绍 的 次 微分 不 同 的 是 ,本 章 将 借助 相应 图 象 的 切 锥 或 
法 和 维 , 米 定义 集 值 映射 的 导数 和 微分 . 在 本 章 的 最 后 部 分 ,我 们 特 
别 讨 论 有 限 维 空间 中 集 值 映射 的 广义 微分 问题 . 


§ 8.1 切 导 数 和 切 微 分 


设 .党 和 这 荐 Banach 空间 ,党 和 2 允 ' 分 别 是 汤 和 罗 的 对 
偶 空 间 ,区 :更 一 2 rw gt) 是 集 值 映射 (对 于 x E 到, 集合 
(Cr) 天 杂 , 且 至 少 有 一 点 x 殉 对 应 的 %xz) 是 非 单 点 集 , 除 非 
特别 申明 区 是 单 值 映射 ). 记 凤 的 有 效 域 为 
domy = {x € BIgx) FA G1), 
旬 的 图 象 为 
graph # = {Cx, yy 各 Px) ， 
上 的 稼 为 
Im 多 一 Ux) 一 or， 
叉 记 区 的 道 集 值 映 射 为 : 如一 2 yO 所 人 《1 
当 上 是 仅 当 卫生 W(x). 
显然 有 下 向 关系 : 
dom #4 = Im yy, Im yw = dom vy 
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这 一 节 均 设 graph 区 是 到 X 胸中 的 上 四 集 , 点 lx, y) EE 
graph 区 即 了 = w(x), 显然 ,集合 graph 多 在 点 (xz，7) 处 的 切 锥 
Tnew CX y) 和 法 锥 Nyonztx，7) 是 空间 区 X 多 中 的 闭 凸 集 . 

定义 8.11 设 点 x 吕 , y* € Ylx"), 考虑 集 值 映 喘 
0). 若 对 任意 的 vE V(x， 
?fa 当 且 仅 当 


《本 人) EE Thaphy CX, y'), 


则 称 好 (xz ， 关 ) 是 区 在 点 人 如) 处 的 切 避 数 . 考虑 集 值 映射 
ag ry (9'), 车 对 任意 的 
P' E99 gg) )》 当 且 仅 当 

cp” 好 ”] 把 Nesphp CX , yy), 


则 称 250 8 是 则 在 点 Cr"， 轨 ?处 的 切 徽 分 . 

由 定义 3.2.2 和 定义 8.1.1 易 得 以 下 结果 ， 

定理 8.1.1 设 (x,y) Egraphy, 则 p* E93 yx, 3)(q") 当 
且 仅 当 


yp) VX EB VY €E Wx), 

或 

《站 YEE BB, VYvE Yr, yu). 

定理 8.12 设 xE€ 有 到， EE yr). 

Cg Ty 一 fx, $y) 

(C2) aT Cp, XP) = (QO Wx y)) (一 下 

定理 8.1.3 设 z EE EdD yy EGx), pr 后 
ddr CT pr EA gr, Kg RW gr — gs Oy) 
Sp pis — X), 

定理 8.1.4 设 xE 锣 ,yy E€ Vr), 

(Ci) dom Cf tr, y)) CT am th). 

(2) Im (Cx, $0) CTC Timwy ty), 

设 玉 忆 ' 吧 是 内 部 非 空 的 尖 闭 凸 锥 ， 
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定理 8.1.8$ 设 关 和 天 , y EE W(x), ppE intk, de BB, Xx 
下 (rz，y， 人) 由 (6.5.2) 确 定 , 五 = 喇 , 更 (rr，y，1) 是 天 -有 界 的 . 
CY x, FIA CTC Er, y, 4). 
(2) 若 x'E 9 gx, yy 0 天 NO 天 是 天 的 对 侦 
锥 , 则 


XG Pp) E 9 px, 8),. 

(3) 若 x' 七 93.6Cx yy 则 存在 49"E 天 "AD 使 得 
‘PR apr, yg ), 

证 明 (C1) 由 定 交 8.1,1 和 定 疼 6.5.1 直接 得 证 . ， 

(2) 由 定理 8, 1.1 和 定理 #.2.11 可 以 推 得 证 明 . 

《3) 由 定理 8.1.1 和 定理 6.2.12 可 以 推 证 .1 

定理 8. 1. 者 设 x 捷 多， Ee PT), 则 vw 万 px, yu) 当 且 

仅 当 


lim infd| vw ， A 十 下 》 一 由 


机 一 直上 


证 明 本 为 ‘HH, | 刁 Tapho (CX, }) 当 旦 权 当 对 任何 E] > 0, 
6 祈 0, 存在 W. 七 泥 , WE 多 ,满足 和 夺目 二 5 种 
to > 0， 使 得 


EA 


二 0, 8. 1,1) 


所 以 z 
vc Pt 一 了 
由 此 ,我 们 有 
,inf dl v, aA Se. (8.1.2) 


由 于 graph 多 是 凸 集 ,对 任何 所 tt， 有 
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px 十 tu") 一 J 一 二 tin) Gy 
ts i) 
YXE BY EE Hr), 
芍 


lm div TY) inf do + 
| | i 0 " 1 " 


由 上 式 和 (8. 1. 2) 可 得 ;对 Hw 所 8 有 


nf zl。 | Pri CO ?| 
Dt i : 
— inf do | Pr tn 十 we) 二 ?| 
站 r 
jm zl tx 十 et ge >》 一 a 
于 是 ,从 上 式 得 知 
inf infdlv, 7 
Dr ol Ee £0 二 


令 日 一 0 已 一 0, 即 得 (8.1.1).1 
定理 8.1.7 设 阅 ,xzE domy, 则 


PX yy ECRx yr Vy E Vx). 
证 明 由 于 乡 在 dom 攻 上 是 凸 的 , 帮 对 任意 的 4E (0, 1) 和 
Ex 有 


C1 Oo— A¥ A TC fix A 一 关 ))， 
印 
十 A6xre — Xx)})—y 
yyE px tA OO) 
由 定义 8,1.1 得 到 一 yx 8)Cx? 一 xX), 从 而 定理 得 证 ,了 
定义 8.1.2 设 集 合生 C 否 非 空 ,有 :和 一 2 xzrrgx) 是 集 
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值 映 射 , 点 始 反 X 天 所 有 于 是 闭 凸 锥 . 若 对 任意 的 几 Eylx") 有 
十 (YT AX), 则 称 x" 是 业 ( 在 玉 上 上 上) 的 最 小 点 . 
定理 8318 设 xEX， FE EE ,下 ' 是 帮 的 对 侦 
锥 ， 
(C1) x? 是 划 的 最 小 点 当 且 仅 当 
pr yO CER Yuck, {8.1.3) 
(2) x" 是 业 的 最 小 点 当 明 和 权 当 
OE drix, yg) Yaq'EKk'. 《8. 1. 4) 
证 明 0) 设 (8.1.3) 成 立 , 则 对 任意 的 xEX, 由 定理 8.1.7 
得 
Pr) EFT PTO) Cy +, 
因此 , 申 定 广 8 ,2 可 知 , 刀 是 攻 的 最 小 点 ， 
反之 , 设 刀 是 吕 的 最 小 点 , 则 对 在意 的 后 网 (人 人， 六) 和 
任意 的 全 0, 存在 下 所 站 十 E (了 亡 狗 是 单位 球 ) 和 > 0 使 
得 
u EE 下 和 一生 一 全 
出 于 开 是 闭 的 . 令 e-0 得 吕 拭 天 , 即 C8.1.3)? 成 羡 . 
(2) 我 们 证 明 (8. 1. 3) 和 (C8. 1.4) 等 价 , 事实 上 ,对 任意 的 # 万 
dom gy (rr yr oOE Wx ICK. gEKR', 有 
Hv). 
让 定理 8.1.1 其 得 :86E 937 yO)(g'). 友之 ; 设 OE 可 x， 
yg IOVg EE KY 对 于 EE A 有 
‘DH 0， 时 人 天， 
夏 刀 所 天 ,十 是 ,定理 得 证 .[ 
定理 419 设 3 己 因 和 M 握 久 是 非 空 用 上 喇 集 ，--7” 所 
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L(t 轨 ,地 ) 基线 性 算 子 . 定 疼 集 值 映射 yj: 史 一 29， 


{I— MM, res; 
2， 天 名 六， 


则 对 和 任意 的 ES 和 yy E x(x) 一 MM, 有 


vxX) 一 | 


px Flu) 一 人 — Tu (Xx) — y), WE Tslx)} 
多， wT Cr) 


和 
Le (一 ACE gE Nut (KX)—y): 


dior, FC -| 
” ”9 地 ， EE Ny (一 了 


证 明 设 vE€E 六 (x，)(W), 由 定义 8.1,1 知 存在 序列 全 让 
fo 和) 守 0, 玉 二 1 2 1 一 WW>v ,> 0, 使 得 
二 Er 二 tu) = 1 2 
也 就 是 说 有 工 十 二 所 5 导 二 12， …) 即 ww ETsCx), 并且 有 
eX) pu Ow) E MR= 1, 2, 


因此 ,我 们 有 一 VE 了 we (x 一 y). 
反之 , 设 上 EE T(x) 和 VE tn) — Tu er (Xx) 一 站 则 存在 
于 et 一 和 六 ,喜人 0, 使 得 


大 二 全 让 = 1, 2 
ox) yw EE Mk =1, 2,.. 
设 共 一 min 7 入 = 8) 一 Wr, 则 及 一 wv， 从 上 式 得 
yame wrt ia), = 1 2,., 


帮 有 DEE J) Cu) 由 定义 8.1.1 可 知 , 及" 生 区， 7) 当 
且 仅 当 


sup [ya 十 《一 他， ~ w)] 


sup 
NE ToLR) WwETH rl) 


一 一 一 一 
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= sup {pp" -af (十 sup ‘0 


A WE Tt rp) 


此 即 玉 一 CDE Ns 和 gE Nyter (Cx) 一 y), 从 而 定理 
得 证 .[ 

下 而 研究 集 值 映射 的 切 导 数 和 切 微 分 的 计算 问题 ， 

骨 设 : 驹 , 是 Banach 空间 ,和 一 2 XHr (x) 是 集 慎 映 髓 . 

定义 8.1.3 藻 集 值 映 射 儿 的 图 象 graph y 是 闭 的 或 凸 的 , 则 
分 别称 区 在 客 上 是 闲 前 或 是 前 ， 

定理 8.1.10 设 集 值 映 射 区 在 .' 哆 上 是 所 凸 的 ，-@r 后 上 L( 泥 ，， 


二 上- 


泥 )、 若 
EE int(Im .e — dom 0),， 
则 有 
Cpa IT zy) = V2), $y) (8.1, 5) 
Tf I zs 8) 一 aT GE), yp) (8,1.6) 


证 明 作 集 值 映 射 囊 : 表 , -> 2 2mr> g(7) 一 (2). 由 于 
graph g 一 《ez X 1) !'graph ,于 是 根 据 定理 5.1.13, 我 们 有 


Tmel2s y) = Ce Xx 1) Tm (C2), 3]， 
IN praphg CE 了 一 Cm 了 1) Napne (~ Cz), ?上 


了 太 上 式 即 可 推 得 (8, 1.5) 和 (8. 1. 6). 
定理 8.1.11 设 集 值 映 射 由 在 咖 上 是 目的 , x E€ Ll 入 ， 
和 名), 作 和 集 值 映射 6 加 一 2 Fe (xX) = Yt(y). 车 


ez 在 玉 千 是 凸 的 ,并 且 BE intftImeg 一 dom 由)， nn 
Ce) ry Fel g(x, y), {8.1.7) 
aT CG) xX, FN) = 9 YX, Ye, C8. 1, 8) 


证 明 由 graph(-xY) 一 (1 X -ww )graph 当 成立. 于 是 ,由 定 
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理 5.1.11 得 


了 ta 一 Xe (x, F)), 
hr vs (x, (Cy)) 一 (01 A 7 } ” i py 下 | 。 


从 上 面 两 式 , 即 可 得 知 (8. 1.?2 和 (8. 1,8) 成 立 . 定理 得 证 .[ 

几 设 :六 是 Banach 空间 . 

定理 8.1.12 设 集 值 映射 多 在 . 安 上 是 闭 目 的， € 元 (4 汶 :， 
滨 ) ,ori 捷 了 05， 党， 集 值 映射 .er 划一 25 是 凸 的 ,六 下 把 
Ha EPO)., 有 和 Entfm er 一 dem y), 则 


《一 ee 
| Tm pa {un, Je CY))} = 一 "ATO (HH), ¥| 5 ， 


证 明 由 年 理 8.1. 10 和 定理 8.1.11 可 得 证 .6 

定理 8.1.13 设 i 2 ， 和 pi 2 蚌 集 值 上 映射 ， A 
ELC ,graphygy 和 graph 是 尖山 的 ,并 人 生 0E 
intGo dom #, 一 domegs), 大 XE dom Bf} .a dom 和 ,所 
pr, ZE 则 


(Dp YT x, yee PTAx TC XY, Ze , 


37 + I x y+ 0 pr EO fl x) 2), 


证 明 ”和 集 秆 映 衣 多 十 册 过 一 2 可 以 分 解 成 以 下 三 个 映 
射 的 复合 : 
EE Wr ke (XE BX CT, 
asx EX 和， 
人 (2 XW 


BB Bi 十 pat 一 并 且 有 


en Ho 


#8,1 切 导 效 和 切 微 分 + 1 * 
dE inttIm .sz — dom #,). 


设 闹 Cr 一) ,由 定理 8,1,1? 妈 得 
结论 .1 

推论 8. 4. 14 设 graphy， 和 graph y 是 上 矶 的 ,0 € 
im(tdom ~—dom go x EE dom MN dom ty ¥ EE W(x), ZE 
pt 网 


Cp + a x +) = lr, y+ h(x, Z)), 
AT + pr y+ a) = pr y) + opslx, z)， 


证 明 由 定理 8. 1. 13 可 得 证 .0 
推论 8.1.15 设 集 值 映 射 风 在 党 上 是 财 凸 的 ,5 己 : 关 是 六 
凸 集 , 集 值 缺 射 杂 :一 22， 
0, ES 
CG LES. 


记 交 二 玫 十 从. 荐 6E int(tdom yj 一 仿 ), 册 对 任意 的 x ES 和 y 
Er), 有 


D.Cx) 一 


(pls x =, OX), 


aT P90) 一 A x FD 十 Nl), 


证 明 在 推论 8. 1. 14 中 令 内 二 ,出 一 久 ,， 即 可 得 证 . 

推论 8. 4. 16 设 集 值 映 射 在 :和 罗 上 是 财 晤 的 ,天 访 他 是 团 
号 锥 ,i 集合 (x) 一 下) 十 天 (YX EE 各 }, 则 对 任意 xE dom yy 
和 任意 yy E glx)， 有 

pr x IH) = pr, yn) + Kk, 

dor, yg 人 
他 ， 好 大 ， 
证 明 在 推论 8.1.14 中 令 灿 二 ,出 = 二天, 即 可 得 证 


Arg, Cx, yg) 一 


pe at 
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定理 8. 1, 17 设 集 值 映 射 几 : 禄 一 2 二 一 1， “7 是 闭 西 
的 .车 有 xx? € Mint (domg,) ;并且 存 在 > 0, 使 得 


MGT) 一同 天 万 Yl w) EYBXB), 
则 对 任意 的 x E 让 dom 办 和 任意 的 yE 站 (x), 有 
(Ng) cr， 了 了) = 由 好 (zx， 了 


证 明 由 于 graph( 册 办 ) 一 人 graph %, 由 已 设 可 知 存在 3 > 
0, 使 得 


ND [graph uw AG Ya EdB XB). 
事实 上 , 取 zo E 门 dom 上 和 全 二 >, 使 得 
x" + 6B Cdom, 
选择 六 E 和 (Ge 十 mu) 一 串 ， 则 由 已 知 得 


(Xx, ) € Nlgraph i ). 


于 是 ,由 定理 5.1.17 即 得 定理 的 结论 .上 


$8.2 吃 - 切 导数 


现在 ,利用 P- 切 锥 ( 相 恢 切 锥 ) 来 定义 一 般 集 值 映 射 的 了 D- 切 
导数 . 

设 妆 和 者 是 Banach 空间 ,幼名 29， xzrrgr) 是 集 值 映 
射 , 点 宫 全 多 ， 六 EEPXKD)，TEpwlx*， 六 ) 是 的 图 篆 graph 交 在 
点 Ctx", 站) 椒 的 DD- 切 久 ， 


38382 五- 切 导 数 - 333 。 

定义 8.2.1 设 点 XE 史 ， 六 EEVND) ,HEB X,Y) : 视 

一 2 mx C4) 是 集 值 映射 .着 vw EE Cr"，y") Cw) 当 且 

仅 当 Ca, vv) EE Tspw Cx J 则 称 六 Cx?，y) 是 集 值 映射 在 点 
《要 处 的 五 - 场 导 数 . 

注 8.2.1 由 注 5.2.1 我 们 知道 , 贸 € 六 Cx ,加 )6ay 当 上 且 和 要 

当 存 在 i 一 0+ ,ww 一 下 和 了 一 中 ,使 得 守 E Cx 十 和 ) 一 yy 
(有 一 1， 2，…,)， 或 者 


0 0 
lim inf dl v, +t 0. (8. 2. 1) 


上 一 有 


特别 是 , 当 忆 是 单 值 映射 时 ,上 式 可 写作 
lim inf{ ly tn go) tol 一 全， 


Lt 


进一步 , 若 单 值 映射 $$ 在 点 x* 处 是 严格 可 逢 的 , 则 
Px, CH) 一 互信 人] 

当 graph 节 是 凸 的 , 则 有 周 人 2 VG) 二 六 (x 2) (Cm), 

注 8.2.2 集 值 映射 风 在 点 x? 处 是 Lipschitz 的 ,部 存在 常数 
7 > 0 使 得 

px TY EB TO B. 

定理 多 2.1 设 x 人 int(dom 罗 )， 车 集 值 映射 在 x 附近 是 
Lipschitz 的 , 则 9 和 关 (x ,Cu) 当 且 权 当 


ix in)—Y 


lim nf alv, 7 


Lr 


当 于 是 有 限 维 空间 时 ; 则 有 dom (rf，3)) 二 静 . 
证 明 ”必要 性 . 由 于 yy 在 x 处 是 Lipschitz 的 , 则 有 


pr FECpr+ttn) — y+ ra owls. 


一 0, (8. 2, 27 
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念 上 一 0 中 一 上 由 (58,1.1)7 因 得 (8. 2. 2). 
充分 性 . 设 取 桂 训 的 站 后 党, 则 由 (8.2.2) 对 充分 小 的 1, 有 


yE PAI CHE + ruls. 


瞩 存 在 we glx 十 tw) 使 得 于 -一 玉生 ya. 由 于 Yul 8 是 
紧 的 , 故 存在 收效 子 列 《ke :一 pf) ,Ui yD R00), 
由 定义 8.2,1 使 得 vv 蕊 六 (x 3)(w). 当 攻 是 有 限 维 空间 时 ,由 上 
述 结 果 易 知 第 2 个 结 沦 成 立 . [ 
定理 8.2.2 设 革 CC 区 是 非 空 开 集 , 若 映 射 2:X -= 5 入 是 严 
万 :KE WE Tr x), 
， HH fT xr). 


证 明 当 a E Tox) 时 , 则 存在 fi 和 有 一 对 ut 一 才 Cx) , 使 
得 x 十 信访 . 因 为 
Flt ta) = PF ti) 


Fr tu) 一 


一 9K) 十 1 Deplx 十 ott))， 
邻 tr 一 Dk Ya olf), [ny UV Deg xo Ho , 并 且 有 
we [plstx tw) — plstr) A. 


由 此 ,得 到 名 [xD = 二 Deplx)u. 趾 

设 ' 避 | 是 Banach 空间 ， 

定理 &.2.3 设 xE€E ,EVO 有 是 lm 风 的 .个 开 邹 域 . 
若 上 映射 8:2 一 . 铬 | 基 严 格 可 微 的 , 则 

Dp Cx, OD TE CPO rs FY)) Cm) 
bb th. 2. 3) 

再 若 业 在 x 全 int(dom %) 处 是 Lipschitz 的 ,并 有 晶 是 紫 值 的 ,各 是 
有 限 维 空间 , 则 (8.2.3) 成 为 等 式 ， 


.3 加 畦 数 和 僻 - 转 微分 + 
证 明 作 映 射 (1 Pr 让 EXD-* x MPDIEX 
:入 | 对 集 值 忌 射 8 一 Pp;: 移 一 271 XY ptr) 已 :291 有 
graph 8 = (1 x Peraph vw. 
据 此 ,出 定理 4.2.6 戎 可 得 证 . 
为 证 明 (8. 2.3) 成 为 等 和 于, 设 吧 E 四 x tu), 则 存 
入 瑟 -这 0D 枯 一 下 利 - 人 -2 使 得 
tw EE or i PO) ,R= 1 2 
因此 .存在 矿 计 一 1 2) 蕊 [V(x 十 Er) 一 /4 ,使 得 
fw 二 ey 十 fe} 一 一 Hy), 上 = 上。 
诗 为 责 在 个 蚌 Lipscehitz 的 ; 准 有 下 万- 让 站 | B. 篆 
由 仿 是 有 限 维 空间 和 和 光 是 紧 值 的 ,所 以 fw 量 中 存在 收 但 子 列 ,不 
妨 设 为 ww 一 ov. 于 是 有 vw Ex (Cw), 并且 Ww 一 Dey}v 一 
w. 由 此 得 乔 Cp? OD C8) CC Dep Cx yx). 
定理 823.4 设 轴 :和 一 2 XT 一 1:2, 0) 是 
集 值 映射 ,各 dom $C 二 12; 1m), 若 y》 Ee NIm 六 <)， 网 


(UB| Cr DOD = UP CGO、 


证 明 根据 定 纶 4. 2.5 和 定理 4.2.7. 可 以 得 让 .上 


$ 8.3 CC- 基 导数 各 C- 切 第 分 


本 节 和 将 用 C- 切 锥 ,引进 一 般 集 值 遇 射 的 上 C- 切 导数 和 性- 切 
微分 . 

证 : 洛 和 各 是 Banach 空间 ,: 稼 * 和 相信 “分别 是 喀 和 和 匀 的 对 
偶 空 他. 多: 交 一 2 xmr gtx) 是 集 什 上映 冉 (x ,37) € graph 业 ， 
了 Ra 加) 是 graph 几 在 点 (x ， 2 的) 处 的 C- 切 锥 . 

定义 8.3.1 设 点 可 后 洲 , 太 E 砍 如) 和 滨 , 考虑 集 值 映 


+ 53 看 、 第 8 章 集 值 映射 的 切 导数 和 切 微 分 
射 Er 0) 
当 且 仅 当 


tH TY 2) 本 Tphp (Xs yy ), 


网 称 Cx， 如) 是 集 值 映射 多 在 点 (xz?， 闫 ) 处 的 C- 切 导数 . 考 典 和 集 
值 上 映射 9x .27 2 x yq?), 营 pi EE 
al as 当 且 仅 当 


《人 


则 称 259%(z， 辑 ) 是 集 值 映 射 贡 在 点 5 如， 交 ) 处 的 C- 切 微分 . 

由 定 交 5.2.2 可 以 推 得 以 下 性 质 . 

定理 8.3.1 设 xE 名, Ep 则 WE CT, y°) (n°) 
与 下 面 两 命题 等 价 ， 

(1) 若 对 任意 的 56， 5 六 0, 存在 a, 户 半 0, 使 得 (x, yy) E 
BenopX 0 , 则 对 任意 的 za 户 ,存在 WE 十 BwEY 十 
5: 避 , 使 得 

wvE (gx tn) — yp). 


(2) 对 所 有 的 收 雍 于 Cx 六， 0) 的 序列 Cr ， 是， 8) EE 
graph yw xX (0, 十 co) ,存在 序列 {wr} 和 {中 } ww 
coo), 使 得 

yt eg 二 hi 记 二 1,2, 


定理 8.32 设 xE 和 入， ECX 车 可 在 XE int(dom yy) 
处 是 Lipschitz 的 , 则 右 E€ 六 Cx yy) Cw) 当 且 仅 当 


ov 0 
limal| ww， | 一 0. 
tn 


定理 8.3.3 设 冯 E 玉 ,了 是 单 值 连续 可 徽 郴 数 , 六 = 
了 F(x")， 则 
Fe{x, FOx)) = VAC). 


$8.3 人 CC- 切 导 数 和 万 - 切 钱 分 " 337 - 

由 定义 7.3.1, 定 义 7.2.1 以 及 定理 7.2.3, 研 以 得 到 C- 弱 方 
向 导数 和 C- 弱 次 微分 与 C- 切 导数 和 C- 切 微分 之 间 的 关系 . 

定理 8.3.4 设 x EE 才 , 六 EW), 下 CC 强 是 内 部 非 空 的 
尖 闭 四 锥 ,pp EE intK ,dE 淄 , 于 (x yr, 由 由 (7.2.1) 懈 定 ; 方 一 
寡 , 区 设 玩 (x*， yr, d) 是 天 -有 界 的 . 

《1) eer, yd yr, ys A). 

(2) 若 x'E gir yg EK'\{0}, 则 


rg pp Eap, y°),. 
(3) 若 x'EE 23500222， 六 )， 则 存在 g*E 二 “\{0) 使 得 
(人 Px EA Pr, yg ). 


定理 8.3.5 设 介 CC 吕 是 非 空 开 集 . 若 明 数 /一 尺 在 xEE 
昌 外 是 连续 可 微 的 ,集合 SC 党, + E55, 则 


Virau, ue Telr); 
i ， HH Er). 


证 明 设 序列 {wt 万 驴 义 (0,1) 收 伊 于 x， 0), 当 # 七 
Tx) 时 , 则 存在 序列 {2}) 于 一 (一 cc)， 使 得 


x 二 tu EES, 上 二 1， 2, np 


fCx, fOr) — 


有 
六 十 吉本) = Fr hm) 


EA 


因为 了 是 连续 可 微 的 ,所 以 序列 二} 二 (V/A)w 十 OC)) 收敛 
于 人 WACxyw; 由 此 有 


Flry + tw = flstx + ta) k= 1,2,.. 


根据 定理 8. 3.1 即 知 结论 成 立 .0 
定理 8.3.6 设 中 C 沼 是 开 集 ,.er:0-> 红 是 连续 可 微 算 子 ， 
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5 和 了 CC 族人 分 别 是 秒 和 名 中 的 闭 集 .车 集 值 映 射 业 : 井 一 
22 ， 

(KY, rES; 

地 ， ES， 
并 且 (xy) EE graph yw, 则 vw EE Cx y) Cw) 当 且 仅 当 ww EE T(r) 
和 EN 一 了 TY 一作) 

证 明 ”必要 性 . 设 vE€ (x, y)C8), 取 收 效 于 人， 和 (一 

站， 0} 的 序列 {zt 4}》 ESXYX( 十 co)， 则 序列 内 = 
-zt 一 夏收 敦 于 yy. 由 定义 8.3.1 可 知 ,存在 序列 {a*} 和 {wi }， 
Hn 一 0) 使 得 


jxX) = 


E11 
这 意味 着 有 w € 4stx} 和 
Wo A v, 
Y= 1, 2 


由 此 ,得 vw Ew (nD) -Ty(e (ry 一 y), 
充分 性 , 取 收 分 于 C(x, yy: 0) 的 序列 fx， yy) 二 graphyx 
0, 十 50). 由 Telx) 和 vwER) 一 T(t (Xx) 一 y 得 知 


存在 序列 {ww ,ww > 起 一 cy 使 得 
1 
于 是 ,存在 序列 fw， Wi 一 (UW) 一 VD 人- 一 ec) 使 得 
RO 二 EY 


据 此 , 则 有 天王 (La 十 六 一 x) ] /一 RE 
co), 使得 天 -十 2 和 天 十 He) (二 1, 2, 7) 

定理 8.3.7 设 . 宅 是 Hilbert 空间 ,SC 如 是 闭 凸 集 ,Ns(x) 
是 S 在 点 x 处 的 法 锥 , p € Nstx), 作 集 值 映射 Ns: :党 一 23， 
zr> Nslx). 若 单 值 映 射 x :x 一 zs Cx)E SrsGz) 使 得 下 式 成 这， 


PP pH Dr 


3 8. 3 CC- 切 导 孝 和 关切 微分 ，339 。 
Te =x 十 Ns (C(x), 
Wg EE AS， pn) 当 且 仅 当 下 后 tx, Pu 十 他) 
证 明 显然 , p EE Ny(x) 当 上 且 仅 当下 一 rs(t 十 pp). 
必要 性 . 设 qg ENSCx ,p(n) ,考虑 序列 ((y, 1}) 民 响 Xx 0， 
十 = 
(yt) (Xp, 0), kk- co. 


作 序 列 fx: 一 {zy x 一 x 二 pp) pp 二 一 
PR 一 cx 于 是 存在 序列 { 拓 和 (全 天 一 下 他 -有 (oo 使 
得 
N11 
即 
A 


因此 .我们 有 ww EE zs(x, Pp)(k 十 他)， 

充分 性 设 wETCx pW 十 9); 序 岗 fx p', ti} graphNs 
Xt0，+00) 收 全 于 tx 0 因为 x 十 严 收 狼 于 x* 十 p， 所 以 下 
在 序列 fw) 和 1 -> WW 十 9 太一 oo0)，, 使 得 

kr: 十 La 一 一 mo (Cx 十 下 十 Len 
=- Astx* 十 下 十 Wi)， 证 二 1， 2 

令 一 WW 一 WH 网 有 一 9 从 上 式 得 户 十 tf EE Ns 十) 
(R= 1 2 上 gE Nitr, py (nu). 0 

定理 8.3.8 设 : 汉 ,, 溪 和 地 均 为 有 限 维 Fuclid 空间 ,x € 
区) 以 是 闭 的 , .7 :名 , 一 东 是 连 续 可 微 映射 ， 
Tedomy 和 wix}. 阁 

Yn .7 (x 一 dom{# Ca (Cx), yi 一 . 荫 ， 


出 
Cp I I OG CR NY xON) YuE oY, 
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atha (x, yq) CC Sa Cx)argl er (x), y) (9°) 
Yq Ew. 


证 明 因为 graph 四 人 一 (er X 1) !'graphy, 由 推论 5. 2.8 
有 


(fy Cr) X 1 Tow CX), FT TE phe )， 
从 假设 知 

Im{ J x) X 1) — Tipmw(ue (x), Y=, 

{FCs CX) yp Te (xn)) = Te (x)a Gl Cr), y). 


由 此 ,可 得 定理 结论 .中 
定理 8. 3.9 设 集合 SC x ESMN domyg, y EE wxr), 则 


(6 Jar， WY C Ce， 有 | Go (8. 3. 1) 


若 冤 和 字 是 有 限 维 空间 ,graphy 和 .9 都 是 闭 的 ,并 且 
Tyr) — dom{#r (C(x, 8) 二 尝 ， (8. 3, 2) 
多 
Yrs 7 | GD Eph Ce， 
acfols) tr, yg ) Co per, JE 十 sex) Ya E€E YW", 
证 明 因为 有 graph(y|s) 一 graph(7(S Xx 多 )， 则 
Ths)s Cr 3) TC TR 3 MN (TSO) X FZ). 
从 上 式 即 可 得 (8. 3. 1). 另外 ,由 (8. 3. 2) 得 知 
Tc Cr， y) 一 了) X B=BX YZ, 


从 而 结论 成 江 . 


一 


34 M- 次 钴 分 “了 
定理 8.3.10 设 . 客 和 绝 是 有 限 维 空间 ,内 :党 一 25(i 二 1， 
2，…, mm) 是 集 值 映射 ，(x, y) E 则 grapbyr, 若 对 任何 (u,v € 
XT GE= 112, m), 存在 (u,v)E€ 涩 X 鸳 , 使 得 
VE HH; 2 mm, 
则 
(Ng) 了 CD > NG, yu) YuE BB. 


证 明 ”由 推论 5. 2. 10 可 使 定理 得 证 .日 


SN 8.4 M -次 微分 


最 后 ,介绍 有 限 维 室 间 中 集 值 映 射 的 另 一 种 广义 微分 及 其 性 


质 ， 
本 节 考 虑 集 值 映 射 由 : R" -22 ， rrrgr)y 它 的 图 象 和 核 分 


路 为 
graphy = {x, ¥) €E R" Xx R"|y € gr)! 


各 
Kery = {x €E RIO € gr)}. 


设 x ER", 记 集 合 
limsupp lx) 一 yeER|II -ry 
Roo FE Pr) R=1, 2 ",.} 


并 称 它 是 集 慎 映射 多 在 点 x 处 的 天 己 - 上 极限 某 ， 
设 集合 S CR" 非 室 , E53; 记 


Pt S) = (wEcS| Nx — wl = infhx—wl))}. 


定义 8.4.1 设 集合 SC RR" 非 室 , 点 x EE cl5, 则 称 集合 


I 第 8 之 各 值 映 射 的 切 导 数 种 切 微分 
Nx) — lim supleoneCx — Pix, S)) | 
是 集合 S 在 点 x 处 的 财 - 法 钉 , 若 说 呈 elS, 刚 邻 N3¥ Cx") 一 好， 
注 8.4.1 设 妃 入 ,了 后 9 由 定义 8.4.1 我 们 有 


Ne CF, HOD) = NE CXYY X NS XE). 


根据 定义 5.2.2 的 (2), 还 有 美 系 ， 
NECX) = clecoNY Cr)) ， 
定 基 全 4.2 没 点 x， 7) 和 cl(lgraphy), 定义 集 值 映射 
A , p):R” -» 2 
A Mp xr", yty") .. {x 所 R*| Cx ， 一- y”) EE NY CN, 了 
i .1) 
则 称 23”yCx ,yy") 是 集 值 映射 由 在 点 (六 ?处 的 村 -次 构 分 .大 
{x lgraph), 令 DMCx 3 人 7) 二 几 , 若 由 在 点 x 处 
是 单 全 的 ， 今 YU) 一 “信人 ， 条) Ei 入 六 好， 刚 称 
在 二 (x 外 是 -次 可 微 前 . 
由 定 文 842 可 知 ,DxVt， 站) 关于 了 ' 是 正 齐 钦 的 ,并 刁 
Dewfxzo C0) 是 卫 狼 ， 
例 8.4.1 设 集合 SCR' 非 空 ,集合 
1 站， 和 全 了 
XS 
考虑 集 值 映射 网 : R* 习 2 mr (x)， 由 定义 8.4.2 则 有 
A = NYG) YE Sy ER". 
定义 和 3 设 集 合 5CCR" 韭 空 ,点 让 ,EE 守 0, 则 称 集 


二 


A 
TT 
, . 《一 
DT E) * 世 并 mn sul Ex | i 
FE 
(CR, 十. 2) 


3 84 太 - 深 微分 “343， 
是 集合 5 在 点 x" 处 的 下 -法 锥 {Frechet 的 6- 法 锥 ). 若 x 区 cS， 令 
Nstxr, €) = ,Ee = 0 时 , 记 NECX) = NCx, 0), 
注 8.4.2 有 下 面 关 系 : 
NECXY = lim supNE CX) = lim sup Ni(r, &), (8. 4. 3) 


一 I 二 rot 


定 兴 和 4 4 设 点 训 蕊 RR YEE jx) CR". 
(1) 称 


ag , yty”) 
= fx* E RIX', 一) 人 Ge y°)} (8,4.4) 


是 集 值 映射 yy 在 点 tx"，y") 处 的 MC- 凑 微分 ， 
(2) 称 


apr , 名 
= {x* Re 一 外) 和 oo 加? (8.4,5) 


是 集 值 喘 射 多 在 点 (xz 六) 处 的 MF- 次 微分 
注 8.4.3 显然 ,这 里 由 C- 切 维和 严 - 法 刍 引 进 的 MC- 次 微分 
和 和 MMF- 次 微分 与 定义 8. 4.2 中 给 出 的 好 -次 微分 是 不 一 样 的 ， 
注 8.4.4 我 们 知道 , 当 3 是 凸 集 时 ,有 NS 一 Ny Cx")， 
车 NS8Ce 一 Ne 或 NGC) 一 NS 时 , 则 称 集合 S 在 点 x 
处 是 正则 的 .显然 ,者 graphy 在 点 tx， ) 处 是 王 则 的 ;出 (8, 14.1) 
与 (8. 44,4) 或 (8. 4. 4) 与 (8.4.5) 是 一 致 的 ,这 时 称 交 在 点 (x ， yw 》 
处 是 可 笠 正 则 的 ， 
定理 8.4.1 设 xER,yE y(t). 苦 世 在 点 宇 附 近 是 单 什 
的 ,在 点 x 外 是 可 微 的 . -VC ER"*", 即 
BD) 一 
mT xx 


则 本 在 Cx， 3 处 是 MM- 次 可 微 的 和 正则 的 ,并且 有 
DMI) = Gr} YYy'E R". 


一 : 0。 
1 


ee 
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证 明 由 定理 8. 3.3 和 定义 8.4.2 不 难 推 得 .了 [0 
定理 8. 4.2 设 graphy 是 西 的 ; 则 在 (x, 8) EE€ cl(graphy) 
处 是 可 微 和 正则 的 ,并 且 对 任意 的 六 和 民有 


aptr, yy") 

一 位 皇居 zx) 一 《人 多 

一 sup| (六 sy YP) Ee graphy; | }. 

证 明 由 定理 8. 3. 4 和 定理 6.2.11( 当 pp 二 1) 可 得 证 .中 

定义 8.4.5 设 点 XER EWCX), BCR" 是 开 单 位 球 . 
车 存在 点 x? 的 邻 域 UCx") 和 点 加 的 邻 域 芝 (9 以 及 请 数 了 这 0， 
使 得 

px IN Uy TH tx lB Yrx,r EU D)， 

列 称 集 值 映射 风 在 点 kx? ， 凡 ) E graph 处 是 协 Lipschitz 的 ， 

定理 8.4.3 设 graphy 是 闭 的 , (xz,，y) E graphy, 则 在 扎 
C(x， 处 是 伪 Lipschitz 的 当 且 仅 当 

avyptr, FCO) = {0}. 

证 明 由 定义 8.4,1 和 定义 8,4.5 可 得 证 .上 

没 罗 -1! 是 上 的 道 映射 ;六 玫 y) 二 入 ER*|(Cx, y) € graphyi， 
吊 有 

和 MI Ax) XE odar, (Ty). 
定义 条 4.6 设 了 R 一 尺 册 ii 士 co 是 广义 实 值 函数 ,点 天 
EE domf. : 

(1) 称 集 合 


Av) 一 dMepif (x°, fx) 1) 
{x EER’, — 1) € Nx, Fx))} 
是 了 在 点 避 处 的 大 次 微分 . 当 x* 儿 domf, 则 令 93xf(x') = 3. 


#3 名 4 用- 次 微分 - 345* 
《2) 称 集 合 


a f(r) = 9repif lx, f(r)) (0) 
一 二 € Rl, 0 € NMAC(x, fCx'))} 


是 了 在 态 x 处 的 JM- 奇 异 次 人 微分 

注 8.4.5 注意 .这 里 在 定义 8.4.5 中 使 用 了 实 秆 函数 的 上 
图 象 . 在 定义 8. 4. 2 中 的 集 值 映射 退化 为 函数 时 ,这 两 个 定义 是 不 
一 致 的 . 当 上 了 在 点 习 处 是 严格 可 氢 的 , 则 有 3 ”A(x") 一 
(Vr) }. 

注 8.4.6 设 f 了 在 点 xz 处 是 Lipschitz 的 ,3"f(x) 是 f/f 在 x 处 
的 C- 次 微分 , 则 有 

a°f(x) 一 cllco|lawfgxz) + a~ Fr) | 


注 8.4.7 设 同 集 SCR", 对 于 SS 上 的 指示 函数 : 


S.C) 0 IES: 
-一 
站 十 cc， rE RS, 


则 有 
OM (XY) = O(N) ~ Ax) = NYCr)Y YrxES. 

定理 8.4.4 设 x EE R. 若 向 量 隙 数 fR* 一 R” 在 点 x 处 是 

Lipschitz 的 ;, 则 
aor)yfy 一 wy fx) YYy’ ER". 

证 明 ”内 定 多 8.4.2 可 得 证 .中 

为 了 讨论 由 定义 8.4.2 引 进 的 邓 - 次 微分 的 运算 性 质 , 以 下 给 
出 集合 的 局 部 极点 的 概念 ， 

定 兴 8.4.7 设 Si、S: 是 闭 集 ,点 ES 们 32. 符 存 在 总 姑 
的 邻 域 吕 Cx") 及 序 如 {a 和 (qi 一 0， di 一 0( 上 后 09), 使 得 


CS 一 a 门 cS — a MN Ux = 下 一 1， 2 
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则 称 x" 是 集 系 {S1， 5S.} 的 前 部 极点 , 若 {S1，S:} 芍 少 有 一 个 局 部 
极点 , 则 称 集合 5S1 和 5; 形成 一 个 交 部 极点 条 . 

例如 , 设 姑 是 S 的 边界 点 , 则 x 是 {x', S} 的 局 部 极点 . 又 如 ， 
没 丽 数 /:R">R 在 点 x 处 下 半 连 续 ,SCR 是 闭 上 是 集 ,x" 是 极 小 
化 问题 


minf (rx) 
工 性 水 


的 局 部 最 优 解 .到 8 = epif 和 Ss 一 5S XxX TAGe， 则 点 (mm 
x) 是 {5S,， Ss} 的 局 部 极点 . 

依据 上 面 所 述 ,局 部 极点 可 以 看 成 是 局 部 最 优 解 的 推广 . 

下 面 给 出 局 部 极点 的 必要 条 件 . 

定理 8.4.5 设 S，5; 是 闭 集 , 若 关 E Si 门 S$ 是 151,5;} 的 
局 部 极点 , 则 存在 x”E€ R", 使 得 


OF x E Ns (YF) MN (— Ns, (i)). (8. 4. 6) 
证 明 考虑 序列 {fal} 和 {oi}, 由 -一 下 ,本 一 有 人 一 ce)， 设 
UX) 是 # 的 邻 域 , 则 有 
(SC— a tS a NN UE) = CG, k=1,2,… 
用 dx 十) 表示 点 x 十 & 到 集合 5 的 距离 , 设 


xz) = [drtad) +d,rt+ad| + lr, 
考虑 一 系列 极 小 化 问题 ; 
mino(xy, 点 一 1，2，…， C8. 4. 了 ) 


因为 对 任何 x， pilx) 关 于 x 是 连续 的 ,并 且 水 平 集 {x Px) 之 01 
有 有 界 ,所 以 对 于 每 :一 个 天， 存在 (8.4.7) 的 最 优 解 x*. 设 


72 


= [4a8, Cx 十 机)》 二 (x + af) | ， 
则 有 


一 


384 型 -次 微分 ”34 了。 
PX) rr) 
所 [上 al 二 ati] 坟 . 
由 于 已 知 当 & 王 吕 时, 有 有 本 一 0 和 要 一 人 故 得 
m0+ 和 x 00. (C8. 4,8) 
设 如 EE ds(tx 十 Qi) 和 器 Eds, (x 十 qi), 考虑 极 小 化 问题 
minfitx) 一 [十 用 一 旺 暗 十 | 十 想 一 组 | 


十 || 关 一 半 扩 万 二 1] ，2，**， 
显然 ,上 式 有 最 优 和 解 至 伏 一 1，2，…) .由 六 Cr) (一 1，2，…) 在 
*Y 处 是 连续 可 微 的 , 则 
YA 一 和 十 媒 十 2 人 一 区 ) 一 0， (8. 4. 9) 

其 中 二 (x 十 呈 一 三 )/a(i 一 1，2), 并且 x 上? 十 | x2* ||? 
二 1. 因此 ,存在 x 和 x? ,使 得 

x 和 
对 (8. 4.9) 到 极限 ,根据 定义 8,4.1 即 得 (8. 4. 6).0 

注 8.4.8 若 S, 和 5, 是 凸 集 , 则 (8.4. 6 等 价 于 凸 集 分 离 定 
理 , 即 存在 上 x* 关 0, 使 得 

CE" A TE WE EE NI XE,, 

事实 上 ,由 凸 集 分 离 性 可 以 推出 局 部 极点 性 . 在 两 个 集合 具有 上 性 


时 , 凸 集 分 离 性 与 局 部 极点 性 是 等 价 的 ， 
定理 8. .4.6 设 集合 由 (tc)， 内 (xX) 己 R"(xY EE R'"), 集 值 映射 


:R28 和 和 i:R" 一 >2* 是 闭 的 ,所 办 C(x) 十 tx'). 若 集 值 
映射 .RT "> 28” ， 


Hx, y) 一 ‘Cy, 了 2 所 R”™ | y, 所 态 《YY ， 


yo Eh, y= y} (8.4.10) 


pp pe 1 
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在 (xz …， ?处 局 部 有 界 ,并 且 下 式 成 立 ， 
ax lx, yO 门 ( 一 axgo(xo JaC0O)) 一 10) 
Yay 2) E OCr', 六)， (8. 4.11) 
则 对 任意 的 y" ER" 有 
9 (多 十 网) DC 
性 soc sl? PY, YC) MG (x, yr) Cy ) |. 


《8. 4. 12) 


证 明 设 x'E9vC# 十 7x yDCy*)， 由 由 和 ys 是 闭 的 
可 知 , 看 十 出 的 图 得 也 是 闭 的 ,再 由 定义 8.4.2 和 FF- 法 锥 的 关系 
得 知 , 对 任何 -- 个 正 数 列 {e1} ,6 一 01 (一 cc 都 可 以 找到 序列 
{ry ry ry 
一 co), 以 及 正 数 列 1 ,各 一 01 (二 一 00), 使 得 六 全 下 (xX) 十 
prtx*) 和 对 任意 的 (x ¥) EE graph( 加 十 eo), 当 有 x 一 | 六 ， 
Ty 一 关上 筷 2%% 时 有 

(xy) 
= (8. 4.13) 
由 于 日 (x, 在 Cx", y*) 处 是 局 部 有 界 的 , 故 存在 序列 {Cy 只 )】 
CHCrt, 天 ) 收 襄 于 (ys 3) 扰 Hx’, 7)， 对 每 一 个 六 一 ]1，2， 
设 
gh ys 2) = Cy | 
+ lx, 1), graphyg) ， (C8. 4. 14) 
g(x ps 3 = rts) lx ol 
一 《由 入 一列) 一 外 上 yy 一 站 | 


— lx, yo), graphy,) ， (8. 4. 15) 


8 8.4 大 -次 微 贡 + 349 。 
由 (C8. 4.13) 和 (8. 4,14) 作 相应 于 R" Xx R" Xx R" x R 的 闲 于 集 : 
一 epigl, St — epigi, (8. 4.16) 


显然 有 
Cr ys 0 E SiN SE, k= 1,2,.. 


由 (8. 4.13) 得 
SINM [Si — (C0, 0, 0,v) |N [BOCr:, 由, ym) XX R]= 
Yv 0, 


故 由 定义 8.4.4 可 知 (wr 天， 六; 0) 是 C51， 5DD 的 局 部 极点 . 由 
此 ,根据 定理 8, 4， 9 得 知 , 存 在 序列 {zi ， 名 如 上 元 
R"' "+1, 使 得 


| yl, yA)|= 1 k=1,2,. (8.4.17) 
和 和 
(本 A) E Ng, NM, HE, 0) 
门 [一 Ps (tt， Nn， 并 ， 0) |. 


由 (C8. 4. 14) 和 (8. 4. 16) 得 
CRE yi 所 ， 三 Nasg CX’, Ps Yi, EHCN's Ps p27). 
(8. 4. 18) 
根据 定义 8.4,1 和 定义 8.4.3, 上 式 等 价 于 


PAEpiAe LP 3 A 天 有; 


(CZF }", 1 ) 本 
i {oe yl, y2), 二 0, 


由 此 ,从 上 式 可 以 推 得 3" = 站， 


(xi, pL*) 
(0, [A + 6B)) 十 Nipe (OF 天)， 和 天 0 G8 4 10) 
Nimphg CX ， i) ' A 二 0. 


TT 
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同样 地 ,我 们 有 
《一 一 
E Nl (xt, yl YE), gilx:, yi y1)). 

从 上 式 可 以 推 得 y= 二 #8 和 

(Ze + yi » 

{| [A Cx TT & 上 ， Fe cB) 和 Naitophy, CX ， yi) | 时 A Ei 0 

1- Nilamng, CX ypE) 9 A 一 出 ， 
(C8. 4, 20) 


EH {8, 4. 17}, yE 一 种 yi 一 生 ， 可 选 出 序列 {zx 4 Ac}s 使 得 当 点 
一 可 ec 时 , 它 收 部 于 (7 加 三 R” x 下 


| =1 410. 《8. 4. 21) 


我 们 证 明 4 天 0 事实 上 ,和 理 则 ,着 4 二 0, 则 有 xz” 了 针 8， 由 
(8. 4. 21)，(8. 4,19) 和 8.4,20) ,根据 定义 8. 4.2 我 们 有 

ZE ICO MN (— 9p, y2) (0)) 

VCO, 2) € Hx, y°), 
这 时 狂 与 (8.4. 11) 政 着 . 因此 ,由 (8.4.21) 有 < 之 0. 对 (8.4.19) 
取 极 限 ,得 
za EE avp tx, yy ), 
对 (8. 4, 20) 取 极限 , 则 得 
(4 


由 此 证 明了 (8. 4. 12).9 

推论 8. 4.7 若 对 每 -- 个 (y,， 32) E 站 (5 六)， 集 值 映 射 多 
在 Cry 处 或 击 在 Cx， ys}) 处 是 伪 Lipschitz 的 ,日 在 ( 阅 ， 产 ) 处 
是 局 部 有 界 的 , 则 (8. 4, 12) 成 立 . 


YY 


§8.4 对 -次 微分 ，351 ， 
证 明 由 定理 8.4.3 和 定理 8.4.6 可 以 推 得 结论 .1 
推论 8.4.8 设 向 量 函 数 让: 庆 一 2" 在 x? E€ R" 处 是 可 微 的 ， 
集 值 映射 加:R" 一 22 是 闭 的 ,对 任意 的 见 和 所 Gx) 十 和 (x*) 和 和 
7 人 尺 "， 则 有 
A + per yy’) 
= [Jf yy + avglx, y — fx) (7 )， 


并 且 , 万 十 点 在 人 7) 外 是 正则 和 可 微 的 当 且 仅 当 y% 在 
[x,y 一 了 (x?)) 处 是 正则 各 可 微 的 . 

证 明 中 定 理 8. 4.1 和 定理 8. 4.6 可 得 证 .0 

推论 8. 4.9 设 集 值 映 射 四;R"2* 是 闭 的 ,又 $ € R" 是 财 
集 ， 


DE R", ESN; 
Ci， 二 始 浊 ， 


给 定 刀 所 有 ,护短 向) 证 
Aap x yO 门 【一 YE 一 和， (8.4,23) 
出 有 
At TOK YOO YY TOM {x,y NE Cr) 
YY EK&", (C8. 4. 24) 
再 项 几 在 妇 处 是 可 微 的 或 在 (za 加 ) 处 是 正则 和 可 短 的 :并 昌 汪 
在 阅 处 其 正则 的 , 则 48, 4.24) 成 为 等 式 ， 

证 明 设 园 (六 二 {Cy 90)). 由 (8.4.22) 和 (8.14.23)， 
根据 定理 8.4.6 可 推 知 (8.4.24) 成 江 . 

若 册 在 x 好 是 严格 可 微 的 , 据 推 论 8.4.8 可 知 (8.4.24) 泳 
等 式 , 若 而 存 (x"， yy 处 是 正则 和 可 微 的 ,以 及 S 在 x" 处 是 正则 
的 , 则 有 

OM CX, yO CP) + NS CY) 


pe | 
| 
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= Mr ICY) + NSCX') 
CC OM Cp, 十 的 CE 3 Cy") 
CC dM 十 的 (3 和 
yh” 万 R™. 
因此 ,3.4.24) 成 为 等 式 .中 
推论 8.4. 10 设 函 数 乒 : 玉 一 及 (7 二 1; 2) 是 下 半 连 统 的 . 
车 对 x 蕊 R",， 有 
a fw NN {af ) = {0}, 《8. 4. 25)] 
则 
vf + FO) CAM tx) 十 az， (8.4.26) 
a + fxr) Co“ fr) a fx). (8.4.27) 


表 若 fi 或 f 在 x 处 是 可 微 的 , 则 {8.4.26) 和 (8. 4.27) 成 为 等 式 ， 
证 明 由 定理 8. 4.4 和 定理 8.4.6 可 得 证 .0 
推论 8. 4. 11 设 Si，5， 是 闭 梨 .车 x ES5 门 So, N(x) 门 
[— NY 0) = {90}), 则 


Ni¥ ns, CX) C NY (x) 十 NE CX), 


证 明 ”由 定义 8.4.1, 例 8.4.1 和 定理 8.4.6 可 以 推 得 .0 

下 面 讨论 复合 集 值 映射 的 对 -次 微分 器 题 . 

设 集 合 8xy 蕊 表 ( 才 反 民 办 亲 迄 民 后 开 C 人 1)， 对 
于 集 值 映射 9; R" -> 2* 和 和 由 ;:R" -> 2* ， 考 虑 复合 集 值 映射 


(f° DR" -= 28 ， 


xrrtp er) = pO = LU ply), 


FERxY 


定理 8.4.12 设 如 所 R", graph8 和 graphy 是 财 的 ,z 所 
《出 。 的 (0)。 考虑 集 值 映射 瑟 : 尼 " X R28 , (x, ZI Er, 2), 


4 MM- 次 征 分 * 353+ 


Sx, 2) = O00 NY 0) = {yy EBr) |z EE Oy)). 
C8. 4. 28) 


若 号 在 点 (xz z) 处 是 局 部 有 界 的 , 且 条 件 
Ispey, CO NM Kera!gcr’, y) 一 {0} 
中 BE NN We) (8. 4. 29) 
成 立 , 则 
A oO x, 1) 
C 门 [we y) 。 a*y(y, 2°) | (8. 4. 30) 


ye re rr) 
证 明 设 x' E93*C8。 办 (x zx Cz') ,我 们 证 明 存 在 y 七 
gerry) 门 oz 和 yy E33*yty， zr)(z*), 使 得 x* EE 9 Dx"， 
yyCy*). 为 此 , 作 集 值 映 射 g:R" X R" 28, (x yr g(r, J))， 


gx y= py) TACx, y), graphd), (8.4.31) 


其 中 
0, (Cx, y) EE graphe:; 


Cx, y), graphd) = Zi, x, y) 全 graph 


对 尾音 的 z' 6E R* 我 们 证 明 
NCP Cx, 2 CZ") 


c {x | Cx’, DE UU org y, ze")). 


FE TE ey 
C8. 4. 32) 
设 x Eps 四 (x ,29}(z*), 由 于 号 在 点 tx， z") 丸 是 局 部 有 界 
的 , 则 graph (yy。 人 是 闭 的 ,根据 定 羡 8. 4.2 和 (8.4.3) 式 可 知 , 存 
在 序列 {fx} 和 {z ,以 及 {x 和 {zi 了 XX 
x* 0 -> 一 cc) 使 得 
到 抑 Ce 9 BCr) 和 (xz » FA 拒 NM hg (Xs pa 9 


a 
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点 = 1 2 +r. 
取 任 一 序列 (yy) B071) WTiCz*), 义 由 于 写 在 点 (x?, 2z?) 处 
是 局 部 有 界 的 ,车 不 妨 设 总 一 六 所 吕 (x?， 2) 由 (8.4.2) 令 一 
9， 我 们 有 


CE + 下 一 XY 本 < 9 区 一 - 


7y 一 lim sup 
+ 
Ek. FP Ti a | {Ks ys I) 一 Cx 和 ¥ 让 Zz") | 


FE BXY, tE pir 


| (NF TO 
所 1m sup -一 一 一 一 一 之 0 


Ch ar rt) [x， zx) 一 CX z+)| 


EE I 


由 此 ,得 其 Cx ,和 一 2) 志和 Nhatx* yz)， 再 由 C8.4.3) 得 到 
(8. 4. 32). 现在 由 (8. 4. 31) 利 用 推论 8. 4.9, 即 可 推 得 (8. 4. 30) 成 
立 .[ 

推论 8. 4. 13 在 定理 8. 4. 12 中 ,条 件 48.4. 31) 可 以 换 成 :对 
任意 的 E81(z), 芒 在 Gy， z 处 旦 伪 Lipschitz 的 . 

证 明 由 定理 8. 4.3 和 定理 8.4. 12 可 得 证 .站 

推论 8. 4. 14” 设 向 量 蚂 数 FRR 一 良 在 点 名 x)》 站 
f/'(z") 处 是 可 微 的 ,graph8 是 闭 的 , 着 由 C8. 4. 28) 定 义 的 号 在 点 
(fr"，2) 处 是 局 部 有 界 的 , 则 


有 六 ZE) 


CE U [as8Cr y) CIF CF)" |]. 


pEI YN ey 
证 明 由 定理 8. 4.1 和 定理 8. 4.12 可 以 得 和 证.[ 
推论 3.4.15 设 向 基 函 数 了 ;R" 一 R” 在 点 x 处 是 可 微 的 ， 
graphy 是 闭 的 .车 


avp{ Fx), x) CO) NM) KertT FX))’ = {0}, 


则 对 任意 的 z 和 并 有 


La 


84 时- 次 汐 分 .355 。 
aM » fx zz’) 
CFA) MgCF Cx), T°). 

证 明 由 定理 8.4. 1 和 定理 8.4.12 可 得 证 .1 
定理 8.4.16 设 向 量 函 数 8.R" 一 R" 在 x? 处 是 Lipschitz 连 


续 的 , 集 值 上 映射:R” 一 2* 是 闭 的 ; 则 由 (C8,4. 31) 定 义 的 g 使 
(8, 4. 32) 上 成 为 等 式 , 再 若 条 件 (8. 4. 29) 成 立 , y? 二 8(x")， 则 


IAMp oO x, 2 ) (7) 
[一 U dMy{y" , O) Cx'), (8, 4. 33) 


1 Epa te’) 
C1) 车 区 在 六 一 8xo)y 处 是 可 微 的 , 则 
ag ox, 2 tz") 
一 MCIGOYN) L,Yx) YE R'. C8. 4, 34) 
(2) 若 8 在 和 处 是 可 微 的 ,多 在 人 (22)， 环 ?处 是 可 籁 和 正则 
的 , 则 有 
IMG Or, 2 (2) 
= {JOCx)) “fOr), Ze") Yr ER’, (8. 4. 35) 
并 且 日 * 多 在 (Co z') 处 是 可 微 和 正则 的 . 
证 明 ” 先 证 明 (8. 4. 32) 的 友和 包含 情形 ; 设 (x" ，0) 属 于 (8.4. 
32) 的 右 端 , 即 
(rr 和 一 三 Nphe (Er Bx) , 2), | 
由 (8. 4.3) 可知, 存在 序列 {x*)、{z)、 {x )、 {yr} 和 {zi 大 一 
和 一 00)，, 使 得 
CxE ss VE) [xs OE), 2) — Cr, OF), 2 


lim sup 一 一 一 一 ”一 0 ， 


bx in, [x Orx}, TO— Cr, 6x*}, z*) | 


Er 


中 一 1 2 (C8. 4. 36) 
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设 7 了 为 6 在 点 x 外 的 Lipschitz 常数 , 则 有 
| (x: ec yz — Cxt, Cx*), xt) 
所 (7 二 Dx 一 x| 十 外 zz 一 条 上) 


因此 有 
Cx 一 Re CX ZT) 一 - CX, z*) > 


x, z) 一 (后 z*) | * 


《CT 9 — Er s+ Cx, 2) 一 { zy 
和 (7 十 1 一 一 


[ee O60 1) — Ge, geD zt)| 
《CC 
xs G6), 一 Ce， 9CxD 2 


< (7 十 1) 


十 人 十 1719 ||. 
设 & 二 十 了 | 1， 则 (8.4.36) 为 


| (Xi oN 
lim sup (COCO 1 2 


[ zr, ey | — 让 
到 所 (br (Xx, 2) (xX,Z) 


上 式 等 价 为 Cx Niraphipn CCXEs Zi) 人 0 由 
(8,4. 3) 得 x E93MCp 0 的 (x?, zz 再 由 定理 8.4.4 得 到 
(8. 4. 33). 

(1) 由 推论 8.4.7 可 得 (8. 4, 34) 上 成立 

(2) 由 推论 8. 4. 8 可 推 得 (8. 4. 35) 成 立 . 

推论 8. 4. 17 设 8 和 间 都 是 单 值 映 射 ( 癌 量 函 数 ), 若 它 们 分 
别 在 如 和 8&xo) 处 是 Lipschitz 连续 的 , 则 对 任意 的 z"€ 六 有 

ai ,pO CX) CC U AMCy" , OCx"). 


了 


再 若 在 8Cx") 处 是 严格 可 微 的 , 则 上 式 成 为 等 式 . 
证 明 ”由 定理 8. 4, 16 可 推 证 .0 


3384 型 -次 微分 + 3S7 + 
推论 8. 4. 18 设 和 多 与 推论 8,4.17 中 的 相同 , 则 对 任意 的 
z* 万 忆 有 


TBO) Ceol OU ovy", Ox))| 


了 


Ceol L} My”, 0) (x°) ) ， 


7 ECIpOCI) wa 
{Tp Or) ze CE cof(78Cro DMKZ 及》(8Cx0))) 
CC co{(T HB OC ITOCR YY 7* }, 
若 Y 在 6(xz") 处 是 可 微 的 ,出 
{J Ox = (J OC I ) z". 

证 明 由 定理 8. 4. 16 不 难 推 证 .1 

现在 讨论 乘法 规则 . 设 和 集合 名 (x)、 Be 蕊 R"(r EE R"), 及: 
R" 一 27 和 抽 ;R" -> 2* 是 集 值 映 射 , 记 


‘BY 一 U 《J1， yat, 


TE 8 tk) + Px 


定理 8.4.19 设 x EER， graph9, 和 graphb,; 是 闭 的 , xz 全 
《由 ， 如 0 (Cr), 若 集 值 映射 E.R" pe R— 2 , (Xk， zh 号 (ET 2)， 


Ex, 2) = {Cy FE R”|y' € h(x), 
EX), (yo, y= 2} 
在 (x，z)? 处 是 局 部 有 界 的 , 则 对 任意 的 sa E R, 有 
DY 页， 0 (wx ， 之 


呈 | OM IE, yl, yoy oy y. (C8. 4. 37) 


ty, EE EE 
车 外 和 呈 量 单 信 映 射 , 并 且 在 点 处 是 Lipschitz 的 ; 则 
Md , 0 CX) 


i i rp ee 
一 一 


Hr om 下 


-35 和 。 第 8 章 课 估 贞 射 的 切 导数 利 切 被 分 
一 YE) PD) OEY), Oa)} (Cx). C8. 4. 38) 
证 明 将 集 值 映 射 ( 中 ,六 ;看 作 下 面 两 个 集 值 映射 的 复合 : 
Ox) = (Or), P(x)) :Rr 2, 
py yD) = Cy, RT 2*, 


即 
‘BE = CF), 


根据 推论 8.4. 14 得 知 (8.4, 37) 成 立 . 再 由 定理 8.4.16 和 和 定理 
8. 4. 4 推 得 (8. 4. 38) 成 立 .中 

推论 8.4. 20 设 引 或 者 是 单 值 映 射 ( 向 基 防 数 ), 并 且 在 
点 YE R" 处 是 Lipschitz 的 , 则 


OM BX) TOOK OICXY + AMO x), ,> CX) 
CTO) Br + {SOx)) Bx). 


再 若 a 或 1, 在 处 是 可 和 袜 的 ; 则 上 式 成 为 等 式 . 
证 明 由 定理 8.4.1 和 和 定理 8.4.19 可 推 得 .1 
定理 8. 4. 21 题 设 与 定理 8. 4.19 相同 . 昔 


al x, IO MN (— 26 x, y C0)) = {0} 
YI ， JJ €E SX, 2), 
则 对 任何 实数 “有 
a C0, Bx, LOCK) 
CC U [20 Cx, y) ay’) 十 asgCxr， 严 )(ayl) 


[1 , pIE Ss. =) 


(8. 4. 391 


证 明 ” 作 复合 映射 ， 
《站 OVX = C(x), 


二 84 -生生 = 359 + 


DX) = (Cx, WIR -08 
Pr x CO), RD) YR -» 97, 
利 力 推 论 8.4. 14 可 以 推 得 (58. 4. 39).0 


定理 由. 4. 22 设 和 集合 上 xr)、 dx) CC RO €E KR'), 9, :RR" 
阅 2” 是 集 值 映 庄 .graph? 和 grapht 是 闭 凸 的 . 考 虚 集 值 映 射 ; 


ag 
| (= U {yi ys | ws 入 站 | 


| 全 站 | [Els 四 由 1 


, 人 , ， 
设 = 七 | | (z)， 苦 集 值 映射 SR" x 下 -> 2 


» (AX, Zr Sx, 


B(x 2) {yr yo) EE Rily) € (xr). 
hn 短 (rx), YI Ys 一 zx) 
在 (x， <} 处 是 局 部 有 界 的 , 则 对 任意 的 aER 有 


a™| | |， 2) (a) CC UJ [a* (8,, 8,) 
1 0, ， Tv yo 三 5 工 ，:1 
XX NI YY 一 ay) |f ys)" (C8. 1. 40) 


共和 #8, 在 x 处 是 单 值 和 Lipschitz 的 , 则 对 任意 的 ER 有 


| | CF Sa) CT [oO (Cx, YI Cov 


Kx] Ye (r+ 


A JMO Lx, y2)(— ay) Jf C90)". (8, 44.41» 


证 明 作 复 介 集 值 映 射 :| 旨 ] (x) 一 (地 。0) (Gx), 其 中 0(x) 一 


9, + 


[和 yy 由 挫 认 8.4.14 可 这 得 到 
{8.4.0)., 若 在 复合 集 值 映 射 [a (xr) = Cr) OF) = 


a 


* 360， 第 8 章 更 秸 有 映 射 的 切 导 数 各 切 微分 


Cx (x), 利用 推论 8.4.15 即 可 以 得 到 
《7. 4. 417. 

容易 推 得 下 面 结 论 . 

定理 8.4.23 没 集合 六 (x 入 (XC REX EE R"), 集 值 映 射 
0.:R" 一 2* 和 BR" -> 2* 是 闭 的 .考虑 集 值 映射 0 VV 9,;R" 一 27， 
Ke VY dtx)}, 


(BY BA) = (z ERII y ED, yi Ex), 


max {ys ya) = 之 |。 
设 xER,x EE€ (8 VB)(x). 车 集 值 映射 号:R XR 一 2*， 
(CX TI mr E(xX, 2) 


三 {x， 2》 二 {Cy, Ya 亡 Ri|y, EE CX), Dy 乓 d(x), 


max{yi, y2} = 之 ) 
在 (xz，z*) 处 是 局 部 有 界 的 , 则 对 任意 的 a 皇 及 有 
MO NN Ox MT Up，2) 


[31 ya EB, #) 
aE Pt) 


x x, ys Ya) Aa (1 — Ma) |， 
其 中 Pom 二 [0, 134( 当 a 宇 0) 和 TT(a) = 10, 1}( 当 a 之 00). 再 若 
有 。 
Aa“0 Cx, Vy) 门 《 一 了 “人 《二 yt) 一 ‘0} 


可 【3 2 反 = ZZ)s 


则 
a 0, UY) OY) Cx, x) (0) 
EU Mr ya) + ov (x, (一 ae) 


Ly yalE Stx, | 
ne Ty 
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